
Microéconomie des comportements 

Optimisation sous contrainte(s)  

 

1ère partie : le consommateur 

On suppose dans toute cette partie que les préférences du consommateur sont strictement convexes : 

cela équivaut à supposer que la fonction d’utilité est strictement quasi-concave i.e. que les courbes 

d’indifférence associées à la fonction d’utilité sont strictement convexes. 

Sous ces hypothèses les conditions du second ordre associées au programme du consommateur sont 

satisfaites et les conditions du premier ordre, qui constituent l’objet de cette partie, sont suffisantes. 

1. – Maximiser l’utilité : le programme primal 

1.1. – Maximisation sous la seule contrainte budgétaire 

Le problème s’écrit sous la forme d’un programme [P1]: 

 

   
         

                 

               

 

   

   

On suppose que tous les biens sont nécessaires :                              

Ce programme est appelé programme first best du consommateur. 

Il a pour objectif de déterminer les demandes marshaliennes du consommateur :       
      

   

- Les variables endogènes sont :         

- Les variables exogènes sont :        et R 

1.1.1. – Méthode par substitution 

 1
ère

 étape : on montre que la contrainte budgétaire est nécessairement saturée à l’optimum 

Supposons       
      

   optimal et tel que       
  

     . Notons alors           
  

     . 

En appelant    le panier de biens dont les     premières composante sont identiques à    tandis que 

la dernière est augmentée de  
 

  
, soit         

        
    

  
 

  
 , on a : 

(i)    respecte la contrainte budgétaire (puisque       
 
      par construction) 

(ii)        puisque 
 

  
   



Il s’ensuit que    ne peut pas être optimal. On a donc nécessairement à l’optimum :      
 
       ■ 

 2
nde

 étape : on substitue la contrainte budgétaire saturée dans la fonction d’utilité 

Comme      
 
      à l’optimum le programme [P1] a la même solution que le programme [P2] : 

   
         

                

              

 

   

   

En tirant    de la contrainte budgétaire saturée on a :      
       

   
   

  
 

En reportant alors cette expression dans la fonction            on obtient la fonction : 

                          

 

           
       

   
   

              
   

  

qu’il s’agit simplement de maximiser par rapport à            . 

Les conditions nécessaires du premier ordre sont :         i.e.                     

Soit :                                        
       

   
  

  
                      

ou encore le système de       équations à       inconnues :                                                    

   
   

   
   

 
  

  
                

(on retrouve ici, pour tous les biens pris deux à deux, l’égalité entre le TMS et le rapport des prix ; ces 

conditions sont suffisantes si les préférences sont strictement convexes) 

La résolution de ce système donne les demandes marshaliennes des       premiers biens comme 

fonctions des variables exogènes :   
    

                        

En reportant celles-ci dans la contrainte budgétaire saturée on obtient enfin :  

  
             

       
              

   

  
           ■ 

Nota : L’utilité à l’optimum        
        

   qui ne dépend que des variables exogènes du 

programme est appelée fonction d’utilité indirecte et notée             

On a bien sur :   l  
                 et    l       

1.1.2. –  Méthode de Kuhn & Tucker 

Le lagrangien associé au programme [P1] est : 



                                               

 

   

  

Où     est le multiplicateur associé à la contrainte budgétaire. 

Les conditions nécessaires d’optimalité sont : 

(i)                  
 

(ii)           
 
        (relation d’exclusion) 

Correspondant au système de (n+1) équations à (n+1) inconnues (        et   ) : 

   
                       [1] 

   
                       [2] 

                                             

   
                           

          

 

   

                     

 Résolution  

De [1] on tire   
   

   

  
     

D’après [n+1] on a donc :        
 
      

La contrainte budgétaire est saturée à l’optimum. 

En formant les rapports 
   

   
          on obtient le système de n équations à n inconnues 

     
   

   

   
   

    
  

  
               

     

 

   

                              

Dont la résolution donne directement les fonctions de demande marshaliennes:  

  
    

                           ■ 

1.1.3. –  Exemple 

Cas à 2 biens avec                 

Le programme [P1] s’écrit dans ce cas : 

   
       

                   

                                



 Méthode par substitution 

On montre dans une première étape (cf.  1.1.1.) qu’on a                à l’optimum 

On en déduit :     
      

  
 

En reportant cette expression de    dans          on obtient la fonction : 

                       
      

  
      

      

  
  

La condition du premier ordre est alors : 

         
      

  
  

  

  
     

            
  

 

   
 

En reportant cette expression de    
  dans               , on obtient enfin : 

   
  

 

   
                                             ■ 

La fonction d’utilité indirecte est alors :     
     

      
    

  
  

     
               

 Méthode de Kuhn & Tucker 

Le lagrangien associé au programme [P1] est : 

                                                  

Les conditions du 1
er
 ordre sont alors : 

   
                       [1] 

   
                       [2] 

                                  

De [1] on tire   
   

   

  
   . On a donc d’après [3] :                       [4] 

La contrainte budgétaire est saturée. 

En formant le rapport de [1] et [2], on a d’autre part :  
   

   

   
   

    
  

  
    i.e.   

  

  
    

  

  
 

Soit          . En reportant dans [4], on obtient alors immédiatement : 

   
  

 

   
               

  
 

   
                                        ■ 



1.1.4. –  Représentation graphique 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.2.  Contraintes quantitatives 

On suppose ici qu’il existe, pour les k premiers biens, des contraintes quantitatives concernant les 

transactions réalisables  (contraintes de disponibilité). 

On suppose toujours que tous les biens sont nécessaires :                             

Le problème s’écrit dans ce cas sous la forme d’un programme à plusieurs contraintes [P3]: 

 

   
         

                 

              

 

   

   

                            

Ce programme est appelé programme second best du consommateur pour le distinguer du first best où 

le consommateur ne subit que la seule contrainte budgétaire. 

1.2.1. – Méthode de résolution 

Le lagrangien associé au programme [P3] est : 

                                         

                        

 

   

                

 

   

  

où     est le multiplicateur associé à la contrainte budgétaire et           , les k 

multiplicateurs associés aux contraintes quantitatives 

    

     

  
 

 

  
 

   
  

   
  

             

   
   

   
   

    
  

  
 

      



Les conditions nécessaires d’optimalité sont alors : 

(i)                   
 

(ii)           
 
        (relation d’exclusion associée à la contrainte budgétaire) 

 

(iii)                             (k relations d’exclusion associées aux k contraintes quantitatives) 

On a ainsi un système de (n+1+k) équations à (n+1+k) inconnues :                    

Dont la résolution donne les fonctions de demande :                     ■ 

On a bien sur              puisque le consommateur subit des contraintes supplémentaires par 

rapport au first best  

1.2.2. – Exemple 

Cas à 2 biens avec une contrainte de disponibilité sur le bien 2 :                   et         

Le programme [P3] s’écrit dans ce cas : 

   
       

             

                          

              

Le lagrangien du problème s’écrit : 

                                                                    

Et les conditions du premier ordre forment un système de 4 équations à 4 inconnues:               

           
                

   
                  

                                               

                            

De     on tire   
   

  
            

D’après     on a donc :                          (la contrainte budgétaire est saturée) 

En remplaçant     dans     on a d’autre part : 

     
  

   

  
   

dont le signe est indéterminé 

Il faut alors discuter sur le signe de   en distinguant 2 cas 

 1
er
 cas :     

  
   

  
     



Dans ce cas on a     et donc d’après     :             

Il vient alors d’après     :       
       

  
  

    

  
 

Domaine de validité :     
  

   

  
        i.e.       

  

  
    

Soit en remplaçant    et    par leurs valeurs d’équilibre : 

    

  
 

  

  
            

 

 
 

 2
ème

 cas :     
  

   

  
     

Dans ce cas on a     et donc d’après [1]-[2]  

   

   

    
  

  
                

  

  
    

  

  
  

Soit           . En reportant dans la contrainte budgétaire saturée [6] et en résolvant on obtient : 

    
 

   
                 

 

   
 

Domaine de validité :               i.e.    
 

   
  ,   soit :      

 

 
  

 Les fonctions de demandes sont donc : 

 
 

        
    

  
                               

 

 
                       

       
 

   
               

 

   
                

 

 
          ■        

  

 Interprétation : 

- Si    est faible  (   
 

 
  le consommateur souhaiterait acheter beaucoup de bien 2 mais bute 

sur la contrainte de disponibilité qui l’empêche d’acheter la quantité souhaitée. Il en achète 

alors le plus possible, soit       , et consacre alors le revenu         inutilisé à l’achat de 

bien 1 :          
    

  
 

Dans ce cas la contrainte de disponibilité « gène » le consommateur et l’empêche d’atteindre 

le first best   . On a donc :                        

- Si    est élevé  (   
 

 
  le consommateur ne souhaite pas acheter beaucoup de bien 2 ; la 

contrainte de disponibilité ne l’empêche donc pas d’acheter la quantité souhaitée. Il achète 

alors ce qu’il veut, soit      
 

   
    

  , et consacre le reste de son revenu à l’achat de bien 1 : 

     
 

   
    

  



- Dans ce cas la contrainte de disponibilité ne « gène » pas le consommateur et ne l’empêche 

pas d’atteindre le first best   . On a donc :                      

1.2.3. Représentations graphiques 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

    

     

  
 

 

  
 

       
  

 

       
  

 

             

   
   

   
   

    
  

  
 

Cas     
 

 
   i.e.         

  

 

     

    

     

  
 

 

  
 

   
  

 

  
  

 
             

First best : 
   

   

   
   

    
  

  
 

Cas     
 

 
   i.e.         

  

 

         

     

 

Second best : 
   

   

   
   

    
  

  
 

            

      

      



1.3. Biens non-nécessaires 

On suppose ici qu’il existe des biens non-nécessaires :                                   

Supposons que seuls les k premiers biens sont non-nécessaires (     

Il faut dans ce cas introduire des contraintes de positivité pour les biens non-nécessaires. Le problème 

s’écrit alors sous la forme d’un programme à plusieurs contraintes [P4]: 

 

   
         

                  

              

 

   

   

                   

Comme précédemment, ce programme est appelé programme second best du consommateur pour le 

distinguer du first best où le consommateur ne subit que la seule contrainte budgétaire. 

1.3.1. – Méthode de résolution 

Le lagrangien associé au programme [P4] est : 

                                                       

 

   

        

 

   

  

où     est le multiplicateur associé à la contrainte budgétaire et           , les k 

multiplicateurs associés aux contraintes de positivité 

Les conditions nécessaires d’optimalité sont alors : 

(i)                   
 

(ii)           
 
        (relation d’exclusion associée à la contrainte budgétaire) 

 

(iii)                     (k relations d’exclusion associées aux k contraintes de positivité) 

On a donc un système de (n+1+k) équations à (n+1+k) inconnues :                   

Dont la résolution donne les fonctions de demande :                                 ■ 

1.3.2. – Exemple 

Cas à 2 biens avec un bien 2 non nécessaire :                    . Le programme [P4] s’écrit : 

   
       

                          

                                           

              



Le lagrangien du problème s’écrit : 

                                                          

Et les conditions du premier ordre forment un système de 4 équations à 4 inconnues:               

           
                

   
                  

                                               

                                      

De     on tire   
   

  
            

D’après     on a donc :                          (la contrainte budgétaire est saturée) 

En remplaçant     dans     on a d’autre part : 

   
   

  
      

 

dont le signe est indéterminé. 

Il faut alors discuter sur le signe de   en distinguant 2 cas : 

 1
er
 cas :   

   

  
      

   

Dans ce cas on a     et donc d’après    ,         

Il vient alors d’après     :       
       

  
  

 

  
 

Domaine de validité :   
   

  
      

      i.e.         
  

  
      

Soit en remplaçant    et    par leurs valeurs d’équilibre : 

  

  
 

 

  
            

 2
ème

 cas :   
   

  
      

   

Dans ce cas on a     et donc d’après [1]-[2]  

   

   

    
  

  
              

    

  
    

  

  
  

Soit              . En reportant dans la contrainte budgétaire saturée [6] et en résolvant on 

obtient : 

    
    

   
                   

    

   
 



Domaine de validité :             soit :         

 Les fonctions de demandes sont donc : 

 
 

        
 

  
                                                                   

       
    

   
               

    

   
                            ■

  

 Interprétation : 

- Si    est élevé  (      le consommateur souhaiterait acheter une quantité négative de bien 

2, mais vient buter sur la contrainte de positivité qui l’empêche d’acheter la quantité souhaitée. 

Il en achète alors le moins possible, soit       , et consacre alors tout son revenu   à l’achat 

de bien 1 :        
 

  
 

Dans ce cas la contrainte de positivité « gène » le consommateur et l’empêche d’atteindre son 

first best   .  

- Si    est faible  (      le consommateur souhaite acheter beaucoup de bien 2 ; la contrainte 

de positivité ne l’empêche donc pas d’acheter la quantité souhaitée. Il achète alors ce qu’il 

souhaite, soit      
    

   
    

  , et consacre le reste de son revenu à l’achat de bien 1 : 

     
    

   
    

  

Dans ce cas la contrainte de disponibilité ne « gène » pas le consommateur et ne l’empêche 

pas d’atteindre le first best   . 

1.3.3. Représentations graphiques 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cas       
    

 

  
    

   

   
   

    
  

  
 

                    
  

 

     

  
        

  

 
   

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. – Maximiser l’utilité : le programme dual 

On résout ici le programme du consommateur en 2 étapes : 

- 1
ère

 étape : détermination des demandes hicksiennes et de la fonction de dépense 

- 2
nde

 étape : détermination des demandes marshaliennes 

2.1. – 1ère étape : Détermination des demandes hicksiennes 

On cherche ici la dépense minimale qui permet d’obtenir un niveau d’utilité U donné. 

Le problème s’écrit sous la forme d’un programme [P5]: 

   
         

                               

 

   

  

                         

Les variables endogènes sont :         

Les variables exogènes sont :        et U 

    

    
    

 

  
 

 

  
 

       

 

             

Cas       

   

 

  
  

 

  
  

 

Second best : 
   

   

   
   

    
  

  
 

First best : 
   

   

   
   

   
  

  
 



Le programme a pour objectif de déterminer les demandes hicksiennes du consommateur     
            et la fonction de dépense :              

Le lagrangien associé au programme [P5] est : 

                               

 

   

                  

Où     est le multiplicateur associé à la contrainte 

Les conditions nécessaires d’optimalité sont alors : 

(i)                   
 

(ii)                     (relation d’exclusion) 

On a ainsi un système de (n+1) équations à (n+1) inconnues (        et   ) : 

       
                   [1] 

       
                   [2] 

                                             

       
                       

                                            

 Résolution  

De [1] on tire   
  

   
   

     

D’après [n+1] on a donc :                

En formant d’autre part les rapports 
   

   
          on obtient le système de n équations à n 

inconnues : 

     
   

   

   
   

    
  

  
               

                                                 

Dont la résolution donne directement les n fonctions de demande hicksiennes qui dépendent des seules 

variables exogènes du problème :                        

La fonction de dépense est alors                            
 
                  qui ne dépend 

également que des variables exogènes du problème et est notée :                  ■ 

2.2. – 2nde étape : des demandes hicksiennes aux demandes marshaliennes 

Cette étape consiste à identifier les demandes marshaliennes       
      

   à partir des demandes 

hicksiennes                et de la fonction de dépense 



On calcule pour cela le plus haut niveau d’utilité que peut atteindre le consommateur compte tenu de 

son revenu R 

Le problème s’écrit sous la forme d’un programme [P6]: 

   
   

     

                                      

 

   

   

La variable endogène est :   

Les variables exogènes sont :        et R 

Comme il s’agit de trouver le « plus grand » U compatible avec la contrainte budgétaire, la solution est 

triviale et définie par :  

              

dont la résolution en U donne directement la fonction d’utilité indirecte                   

En reportant cette dernière dans les n demandes hicksiennes on obtient les n demandes marshaliennes : 

                               
                             ■   

2.3. – Exemple 

Cas à 2 biens avec                  

 1
ère

 étape : 

   
        

                                   

                                  

Le lagrangien associé au programme est  

                                            

Où     est le multiplicateur associé à la contrainte 

Les conditions du premier ordre associées sont : 

                          
                          

                                   
 

Comme    est strictement positif (pour que la contrainte soit respectée), on a d’après [1]:     
  

  
   

D’après [3], on a donc :                          [5] 

Et en formant le rapport 
   

   
 :                 [6] 

En résolvant [5]-[6] en   et   , on obtient alors les demandes hicksiennes : 



               
   

  
        et                       

   

  
 

Dont on déduit la fonction de dépense :  

                                     

 2
ème

 étape : 

La fonction d’utilité indirecte est donnée par la résolution en U de l’équation : 

                     

Soit :      
  

     
             

En reportant alors    dans les demandes hicksiennes, on obtient les demandes marshaliennes : 

  
             

     
    

  
  

 

   
  

               
             

     
    

  
  

 

   
         ■ 

2ème partie : le producteur 

On suppose dans toute cette partie que la fonction de production de l’entreprise est strictement 

concave : cela équivaut à supposer que les rendements d’échelle sont strictement décroissants i.e. que 

la fonction profit est strictement concave. 

Sous ces hypothèses les conditions du second ordre associées au programme du producteur sont 

satisfaites et les conditions du premier ordre, qui constituent l’objet de cette partie, sont suffisantes. 

1. – Maximiser le profit : le programme primal 

1.1. – Maximisation sous la seule contrainte technologique 

Le problème s’écrit sous la forme d’un programme [P1]: 

   
           

                                   

 

   

     

                        

Ce programme est appelé programme first best du producteur 

Il a pour objectif de déterminer : 

- les demandes de facteurs :       
      

     notées également        
      

    



- l’offre de bien    de la firme – notée également    

Les variables endogènes sont :           

Les variables exogènes :            

1.1.1. – Méthode par substitution 

 1
ère

 étape : on montre que la contrainte technologique est nécessairement saturée à l’optimum 

Notons        
      

   et supposons         optimal avec          
      

  . Le profit associé à 

ce « couple » inputs-output est alors                    
  

   .  

Puisque        
      

  ,        tel que          , où    est le panier d’inputs dont les     

premières composante sont identiques à    tandis que la dernière est diminuée de  , soit    

   
        

    
    . 

Considérons alors le « couple »  inputs-output           

(i)         respecte la contrainte technologique (puisque          par construction) 

(ii)                     puisque                           

Il s’ensuit que         ne peut pas être optimal puisque la firme préfère         qui est réalisable. On 

a donc nécessairement à l’optimum :               ■ 

 2
nde

 étape : on substitue la contrainte technologique saturée dans le profit à maximiser 

Comme              à l’optimum, le programme [P1] a la même solution que le programme [P2]: 

   
           

                                   

 

   

     

                        

En remplaçant alors   par            dans l’expression du profit à maximiser on obtient la fonction : 

                                         

 

   

 

qu’il s’agit de maximiser en           

Les conditions nécessaires du premier ordre sont alors :         i.e.                    

Soit le système de   équations à   inconnues:         

    
                          

Nota : on retrouve ici, pour tous les facteurs de production, l’égalité entre la productivité 

marginale    
    et le coût réel du facteur 

  

 
 ; ces conditions sont suffisantes si la fonction 

de production est strictement concave i.e. si les rendements sont strictement décroissants 



La résolution de ce système en         donne les demandes de facteurs de la firme : 

  
    

                                 avec        
   

 

  
          et     

   
 

   
            

En reportant celles-ci dans la contrainte technologique  saturée on obtient finalement l’offre de 

l’entreprise :  

       
      

                       avec        
   

  
         et    

   

   
         ■ 

1.1.2. –  Méthode de Kuhn & Tucker 

Le lagrangien associé au programme [P1] est : 

                                    

 

   

                  

Où     est le multiplicateur associé à la contrainte technologique 

Les conditions nécessaires d’optimalité sont : 

(i)            et                     
 

(ii)                    (relation d’exclusion) 

Soit un système de (n+2) équations à (n+2) inconnues (          et  ) : 

                             [1]  

                
          [2] 

                                          

                        
                

                                                                       

 Résolution 

De [1] on tire         

D’après [n+2] on a donc :                

La contrainte technologique est saturée à l’optimum. 

En remplaçant   par   dans les équations [2] à       on obtient donc le système de n+1 équations à 

n+1 inconnues (         ) 

               
                        

             

Dont la résolution en             donne directement les demandes de facteurs et l’offre de bien : 

  
    

                                                        



1.1.3. –  Exemple 

Cas à 2 inputs avec              
      

      et           

Dans ce cas le programme [P1] est : 

   
           

                                              

                              

 Méthode par substitution 

On montre dans une première étape (cf.  supra) que              à l’optimum 

En reportant cette expression de   dans      on obtient la fonction : 

                                       

qu’il s’agit donc de maximiser en         

Les deux conditions du premier ordre sont alors :  

            
                              

       
     

 

 
 

            
                              

      
     

 

 
 

En résolvant ce système de 2 équations à 2 inconnues on obtient : 

   
     

    
  

  
 

Et en reportant ces demandes de facteurs dans la contrainte technologique saturée on obtient l’offre de 

l’entreprise :  

        
     

      
       

      
 

 
           

 Méthode de Kuhn & Tucker  

Le lagrangien associé au programme [P1] est : 

                                                    

Les conditions nécessaires d’optimalité sont alors :  

                                                                          

                
                  

                
                  

                                                                                  



De [1] on tire         

D’après [4] on a donc :              

En remplaçant   par   dans les équations [2] et [3] on obtient donc le système de 3 équations à 3 

inconnues 

 

       
   

       
   

               

        i.e.         

         
       

           

         
      

            

         
      

               

  

En formant le rapport 
   

   
 on remarque qu’on a         à l’optimum 

En remplaçant alors    par    dans [5] et en résolvant on a     
  

  

  
       

  
  

  
    

En reportant ces valeurs dans [7] on obtient :          
        

     
 

 
      ■  

1.1.4. –  Représentation graphique 

Nota : seul le cas à un seul facteur peut être représenté graphiquement 

Dans ce cas le programme [1] s’écrit : 

   
      

                                

                   

Et l’équation d’une courbe d’iso-profit de niveau     quelconque est :              i.e.    
  

 
   

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A l’optimum on a simultanément :            et          
  

 
         

  

    

    

   
  

   

 
 

        

        

Sens de profit croissant 

Courbes d’iso-profit 

       
  

 
 



1.2. – Contraintes quantitatives d’approvisionnement 

On suppose ici qu’il existe, pour les k premiers inputs, des contraintes quantitatives 

d’approvisionnement 

Le problème s’écrit dans ce cas sous la forme d’un programme à plusieurs contraintes [P3]: 
 

   
           

                                   

 

   

     

                        

                         

Ce programme est appelé programme second best du producteur pour le distinguer du first best où le 

producteur ne subit que la seule contrainte technologique. 

1.2.1. – Méthode de résolution 

Le lagrangien associé au programme [P3] est : 

                                              

          

 

   

                                

 

   

  

où     est le multiplicateur associé à la contrainte technologique et           , les k 

multiplicateurs associés aux contraintes quantitatives 

Les conditions nécessaires d’optimalité sont alors : 

(i)                                     
 

(ii)                    (relation d’exclusion associée à la contrainte technologique) 

 

(iii)                             (k relations d’exclusion associées aux k contraintes quantitatives) 

On a ainsi un système de (n+2+k) équations à (n+2+k) inconnues :                       

Dont la résolution donne les demandes de facteurs                 et l’offre de bien    

                                                                                          ■ 

Le profit maximal est alors                     
 
              puisque le producteur subit des 

contraintes supplémentaires par rapport au first best  

1.2.2. – Exemple 

On suppose que la fonction de production, à un seul facteur, s’écrit :            et qu’il y a une 

contrainte d’approvisionnement sur le facteur    

Dans cet exemple le programme [P3] s’écrit : 



   
      

                               

                    

          

Le lagrangien du problème est : 

                                                          

Les conditions du premier ordre forment un système de 4 équations à 4 inconnues:              

                

                           

                            

                               

De     on tire                

D’après     on a donc :                   (la contrainte technologique est saturée) 

En remplaçant     dans     on a d’autre part : 

              

dont le signe est indéterminé. 

Il faut alors discuter sur le signe de   en distinguant 2 cas 

 1
er
 cas :              

Dans ce cas on a     et donc d’après     :           

Il vient alors d’après     :                   

Domaine de validité :                   i.e.         
 

  
 
 
  

 2
ème

 cas :                

Dans ce cas on a     et on retrouve le programme du first best  

On a ainsi d’après [2] et [5]         
         , soit en résolvant en    :        

 

  
 
 
 

Il vient alors d’après     :             
  

  
 

Domaine de validité :               i.e.          
 

  
 
 
  

 L’offre et la demande de facteur de la firme sont donc : 



 
 
 

 
       

 

  
 
 

           
  

  
                    

 

  
 
 

                       

                                                 
 

  
 
 

      ■               

  

 Interprétation : 

- Si     est faible –      
 

  
 
 
– la firme bute sur la contrainte d’approvisionnement qui 

l’empêche d’acheter la quantité souhaitée. Elle en achète alors le plus possible, soit         , 

et produit          .  

Dans ce cas la contrainte d’approvisionnement « gène » la firme et l’empêche d’atteindre le 

first best. On a donc :         
 ,         et         

- Si     est élevé –      
 

  
 
 
– la contrainte d’approvisionnement n’empêche pas la firme 

d’acheter la quantité souhaitée d’input. Elle en achète alors       
 

  
 
 

    
  et produit 

   
  

  
   .  

Dans ce cas la contrainte de disponibilité ne « gène » pas la firme et ne l’empêche pas 

d’atteindre le first best. On a donc :        
 ,         et         

1.2.3. – Représentations graphiques 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

  

    

       

      
  

   

 
 

   

 
 

        

        

Courbe d’iso-profit 
       

  

 
 

     

Cas      
 

  
 

 
   

 

        



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.3. – Contrainte de débouchés 

On suppose ici qu’il existe une contrainte de débouchés. 

Le problème s’écrit dans ce cas sous la forme d’un programme à plusieurs contraintes [P4]: 

 

   
           

                                   

 

   

     

                         

     

Ce programme est appelé programme second best du producteur pour le distinguer du first best où le 

producteur ne subit que la seule contrainte technologique. 

1.3.1. – Méthode de résolution 

Le lagrangien associé au programme [P4] est : 

                                         

 

   

                           

où     est le multiplicateur associé à la contrainte technologique et     le multiplicateur associé à 

la contrainte de débouché 

Les conditions nécessaires d’optimalité sont alors : 

  

    

    

  
  

   

 
 

   

 
 

        

        

       
  

 
 

         

Cas      
 

  
 

 
   

 

        

           



(i)                                   
 

(ii)                    (relation d’exclusion associée à la contrainte technologique) 

 

(iii)               (relation d’exclusion associée à la contrainte de débouchés) 

On a ainsi un système de (n+3) équations à (n+3) inconnues :               

Dont la résolution donne les demandes de facteurs :                et l’offre de bien    

                                                                          ■ 

Le profit maximal est alors                     
 
              puisque le producteur subit une 

contrainte supplémentaire par rapport au first best  

1.3.2. – Exemple 

On suppose toujours la même fonction de production, à un seul facteur, qui s’écrit :            

Il y a maintenant une contrainte de débouchés sur   

 

Dans cet exemple le programme [P4] s’écrit : 

   
      

                            

                    

       

Le lagrangien du problème est : 

                                                    

Les conditions du premier ordre forment un système de 4 équations à 4 inconnues:              

                  

                         

                            

                           

De     on tire   
  

      
            

D’après     on a donc :                   (la contrainte technologique est saturée) 

En remplaçant     dans     on a d’autre part : 

    
  

      
 

dont le signe est indéterminé 

Il faut alors discuter sur le signe de   en distinguant 2 cas 



 1
er
 cas :   

  

      
   

Dans ce cas on a     et donc d’après     :       

Il vient alors d’après     :                     
   

 
 

Domaine de validité :     
  

       
      i.e.       

  

  
  

 2
ème

 cas :    
  

      
   

Dans ce cas on a     et on retrouve le programme du first best  

D’après [1] on a     et en reportant dans [2]             
       

soit en résolvant en   :         
 

  
 
 
 

Il vient alors d’après     :             
  

  
 

Domaine de validité :             i.e.       
  

  
  

 L’offre et la demande de facteur de la firme sont donc : 

 
 
 

 
         

 

  
 
 

             
  

  
                     

  

  
                               

      
   

 
                                              

  

  
          ■               

  

 Interprétation : 

- Si    est faible –     
  

  
  – la firme bute sur la contrainte de débouchés qui l’empêche de 

produire la quantité qu’elle souhaiterait. Elle produit alors le plus possible, soit      , et 

achète juste la quantité d’input nécessaire pour produire   , soit              
   

 
 

Dans ce cas la contrainte de débouchés « gène » la firme et l’empêche d’atteindre le first best. 

On a donc :              
   et         

- Si    est élevé –    
  

  
  – la contrainte de débouchés n’empêche pas la firme de produire la 

quantité souhaitée d’output. Elle produit alors la quantité optimale    
  

  
      et achète la 

quantité d’input nécessaire pour réaliser cette production, soit         
 

  
 
 

   
  

Dans ce cas la contrainte de débouché ne « gène » pas la firme et ne l’empêche pas d’atteindre 

le first best. On a donc :       ,       
   et         

 



1.3.3. – Représentations graphiques 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. – Maximiser le profit : le programme dual 

On résout ici le programme de la firme en 2 étapes : 

- 1
ère

 étape : détermination des demandes de facteurs conditionnelles et de la fonction de coût 

- 2
nde

 étape : détermination des demandes de facteurs et de l’offre de la firme 

  

    

       

      
  

   

 
 

   

 
 

        

        

Courbe d’iso-profit 

       
  

 
 

  Cas      
  

  
 

     
   

  

    

       

            

   

 
 

   

 
 

        

        

Courbes d’iso-profit 

       
  

 
 

  Cas      
  

  
 

     

    

  

  
  



2.1. – 1ère étape : Détermination de la fonction de coût 

On cherche ici le coût minimal permettant de produire un niveau Y donné 

Le problème s’écrit sous la forme d’un programme [P5]: 

   
         

                                

 

   

  

                         

Les variables endogènes sont :         

Les variables exogènes sont :        et    

Le programme a pour objectif de déterminer les demandes de facteurs conditionnelles de la firme  

               et la fonction de coût :                              
 
    

Le lagrangien associé au programme [P5] est : 

                               

 

   

                  

Où     est le multiplicateur associé à la contrainte 

Les conditions nécessaires d’optimalité sont alors : 

(i)                 
 

(ii)                    (relation d’exclusion) 

On a ainsi le système de (n+1) équations à (n+1) inconnues (        et  ) : 

       
                   [1] 

       
                  [2] 

                                             

        
                       

                                             

 Résolution  

De [1] on tire   
  

   
   

     

D’après [n+1] on a donc :                

En formant d’autre part les rapports 
   

   
          on obtient le système de n équations à n 

inconnues : 

     
   

   

   
   

    
  

  
               

                                                 



Dont la résolution donne directement les n demandes de facteurs conditionnelles qui dépendent des 

seules variables exogènes du problème :                        

La fonction de coûts est alors                            
 
                              qui 

dépend également des seules variables exogènes du problème       ■ 

2.2. – 2nde étape : des demandes conditionnelles aux demandes de facteurs 

Cette étape consiste à identifier l’offre de bien    et les demandes de facteurs       
      

   de la 

firme, à partir de la fonction de coûts et des demandes de facteurs conditionnelles                 

On calcule pour cela le niveau optimal de production, i.e. celui qui maximise le profit, compte tenu de 

la fonction de coûts identifiée à la première étape 

Le problème s’écrit sous la forme d’un programme sans contrainte [P6]: 

   
    

                                   

La variable endogène est :   

Les variables exogènes sont :        et   

Il s’agit de maximiser une fonction à une seule variable   ; la solution est donc définie par :  

                     
            

  
                             

où       note le coût marginal de production 

La résolution en   de cette équation donne directement l’offre de la firme :                 

En reportant cette dernière dans les demandes de facteurs conditionnelles on obtient alors les 

demandes de facteurs de l’entreprise :      
                                          ■     

2.3. – Exemple 

Cas à 2 inputs avec              
      

      et           

 1
ère

 étape 

Dans le cas de cet exemple le programme [P5] s’écrit : 

   
        

                                

                           

où le niveau de production à réaliser   est une variable exogène lors de cette 1
ère

 étape 

Le lagrangien associé à ce problème est : 

                                                    

Et les conditions du 1
er
 ordre sont données par le système de 3 équations à 3 inconnues (       et   ) 



       
               [1] 

       
               [2] 

                            [3] 

De [1] on tire   
  

   
   

     

D’après [3] on a donc :                   [5] 

En formant le rapport  
   

   
   on obtient d’autre part :  

   
   

   
   

    
  

  
       [6] 

Comme             
      

     et         ,  [5]-[6] s’écrit : 

  
      

      

      

La résolution en    et    de ce système de 2 équations à 2 inconnues (  est ici exogène) donne les 

demandes de facteurs conditionnelles : 

           

La fonction de coûts est alors                                              ■ 

 2ème étape  

On cherche ici le niveau optimal de production. Le problème s’écrit sous la forme du programme sans 

contrainte [P6]: 

   
    

                   

- La variable endogène est :   

- La seule variable exogène est   (puisque        ) 

La solution est donc définie par :  

                                  

La résolution en    de cette équation donne directement l’offre de la firme :     
 

 
 

En reportant cette dernière dans les demandes de facteurs conditionnelles     et      on obtient alors les 

demandes de facteurs de l’entreprise : 

  
    

       
  

  
        ■       

2.4. – La distinction court terme vs long terme : les facteurs fixes 

Long terme : tous les facteurs sont variables i.e. endogènes 

Court terme : il existe des facteurs fixes i.e. exogènes. 



On décompose donc les n facteurs de production            en deux types de facteurs :  

                                                   

   
         
          
à          

 
         

           à   
           à   

 

2.4.1.– Demandes conditionnelles et coût à long terme (LT) 

A long terme le programme donnant les demandes conditionnelles et la fonction de coûts est [P5LT]: 

   
         

                                 

 

   

  

                         

dont les quantités de facteurs          sont toutes des variables endogènes, tandis que les variables 

exogènes sont         et    

Les n demandes de facteurs conditionnelles à long terme issues de ce programme sont alors (cf. : 2.1) 

   
      

                         

Et la fonction de coûts à long terme :                  
 
      

             qui dépend des 

variables exogènes du problème 

2.4.2. – Demandes conditionnelles et coût à court terme (CT) 

A court terme           sont fixés ; le programme donnant les demandes conditionnelles et la 

fonction de coûts est donc [P5CT]: 

   
         

                                          

 

   

       

 

     

 

                                 

dont : 

- les variables endogènes sont les quantités de facteurs variables à court terme :         

- les variables exogènes sont         ,      les quantités de facteurs fixes à court terme :            

On remarque que le premier terme de la fonction à minimiser (      
 
    est un coût variable de production 

que l’on note :                       

Le second terme de la fonction à minimiser (     
 
     ) est un coût fixe de production que l’on note   

Comme      
 
        est un terme constant on remarque que la solution de  [P5CT] est la même que 

celle de : 

   
         

                                 

 

   

 



                                 

Les k demandes de facteurs conditionnelles à court terme issues de ce dernier programme, dépendant 

des variables exogènes intervenant dans celui-ci, s’écrivent donc sous la forme : 

   
      

                                   

Les demandes de facteurs conditionnelles à court terme dépendent (i) des coûts des facteurs variables, 

(ii) des quantités des facteurs fixes à court terme et (iii) du niveau de production à réaliser 

La fonction de coûts de court terme est alors :  

                            

 

    

   
                        

                         
                

       

 

              
             

 

La fonction de coûts de CT, contrairement à celle de LT, comprend un coût fixe de 

production strictement positif:         
 
        

2.4.3. – Passer du court terme (CT), au long terme (LT) 

Pour déduire les demandes conditionnelles à LT à partir des demandes conditionnelles à CT, il suffit 

de minimiser la fonction de coûts de CT en considérant comme variables (à LT) les facteurs que l’on 

considérait comme fixes (à CT).  

Le programme à résoudre est donc : 

   
           

                           

 

    

   
                               

 

     

 

Dont : 

- les variables endogènes sont           

- les variables exogènes sont         et Y  

Les conditions du premier ordre forment un système de n-k équations à n-k inconnues :            

                        

   
                      

dont la résolution donnent les demandes de facteurs conditionnelles à LT des facteurs fixes à CT, soit : 

   
      

                              

Il suffit alors de reporter ces dernières dans les demandes de facteurs conditionnelles à CT des facteurs 

variables à CT, pour obtenir les demandes de facteurs conditionnelles à LT des facteurs variables à 

CT, soit :   

   
      

               
        

         
                          



La fonction de coût de LT est enfin obtenue en remplaçant dans la fonction de coût de CT, les facteurs 

fixes             par leurs valeurs optimales à long terme       
        

   , soit : 

                              
        

               ■ 

2.4.4. – L’offre à court terme (CT)  vs  l’offre à long terme (LT) 

 L’offre à LT est obtenue en maximisant le profit défini comme la différence entre les recettes et le 

coût à LT (cf. 2.2): 

   
    

                                     

                            

 

   

   
             

- La variable endogène est :   

- Les variables exogènes sont :        et p 

La solution est définie par :  

                    
              

  
                         

             

où   
      note le coût marginal de production à LT 

La résolution en   de cette équation donne alors l’offre de la firme à LT :      
     

                ■ 

 L’offre à CT est obtenue en maximisant le profit défini comme la différence entre les recettes et le 

coût à CT : 

   
    

                                                       

                                     

 

    

   
                       

                       
                 

  

       

 

              
             

 

Comme   est une constante le programme ci-dessus donne la même solution que le programme : 

   
    

                

 

    

   
                       

                       
                   

                      

 

Dont : la variable endogène est   

Les variables exogènes sont :                  et   

La solution est définie par :  

  

  
      

    
                      

  
      



                     
                       

où   
      note le coût marginal de production à CT 

La résolution en   de cette équation donne alors le niveau de production qui maximise le profit de la 

firme à CT :     
     

                      

Nota : Comte tenu de l’existence à CT d’un coût fixe de production    , correspondant au coût 

d’achat des facteurs fixes, il faut vérifier que le profit maximum est positif i.e. que les recettes sont 

suffisantes pour couvrir le coût variable de production augmenté du coût fixe de production  . Cela 

n’est vérifié que si : 

      
                             

                          
   

      
      

 

    

   
                       

            

 

     

 

où          
     

                      

La résolution en   de cette équation donne la condition recherchée : 

                        

Le prix de marché doit être suffisamment fort pour permettre de couvrir les coûts fixes de production  

La fonction d’offre à court terme est donc :  

   
       

                                                         

                                                                                                

2.4.5. – Exemple 

Cas à 2 inputs avec              
      

      et           

On suppose que : 

-    est variable à CT et LT 

-    est variable à LT mais fixe à CT 

 Long terme 

A long terme les 2 facteurs sont variables. On est donc dans la même situation qu’en 2.3. et on a : 

   
      

      

La fonction de coûts de LT est alors :             
       

            

Et l’offre à LT de la firme :     
  

 

 
 

Le profit maximum est dans ce cas :       
      

         
   

  

 
   



Comme il n’y a pas de coût fixe de production à couvrir, le profit maximum est positif dès que le prix 

est positif, ce qui est toujours le cas par hypothèse 

 Court terme 

A court terme    est variable mais    est fixe i.e. exogène 

Le programme donnant les demandes conditionnelles et la fonction de coûts est [P5CT], soit dans notre 

exemple : 

   
    

                          
 

 

                        

dont : 

- la variable endogène est la quantité du facteur variable à court terme    

- les variables exogènes sont   et  la quantité donnée de facteur fixe à court terme      

La solution de ce programme est évidemment identique à celle du programme suivant : 

   
    

       

             
      

      

dont la solution triviale est directement donnée par la saturation de la contrainte, soit :     
   

  

  
 

La fonction de coûts de CT est alors :  

                
          

 

      
  

  
     

La production optimale à court terme est définie par le programme : 

   
    

                             

dont la solution est donnée par l’équation :                   
          

  
                   

   

  
     

que l’on résout en   pour déterminer le niveau optimal de production à CT :      
   

  

 
  

   
 

Le profit maximum s’écrit alors : 

   
       

             
   

      
  

    
  

  
                               

       

  
            

Compte tenu du coût fixe de production        le maximum de profit n’est positif que si : 

   
                                     

   
 



La fonction d’offre à court terme est donc :  

   
     

  

 
  

   
                     

   
 

                                                
   

  

 Le passage du court terme au long terme 

A court terme on a vu que la demande conditionnelle de    est :     
         

  

  
 

Engendrant la fonction de coûts de CT: 

             
  

  
     

Pour déduire les demandes de facteurs conditionnelles à LT, il suffit de minimiser la fonction de coûts 

de CT par rapport au facteur fixe à court terme   . Le programme à résoudre est ici : 

   
    

                 
  

  
      

Dont la solution est donnée par :    

          

   
    

  

  
 
                    

      

En reportant alors cette expression dans la demande conditionnelles de    à CT, on obtient la demande 

conditionnelle de    à LT: 

   
      

      
      

  

   
      

Dont on déduit enfin la fonction de coût à LT : 

             
      

              

3ème partie - Conditions du 2nd ordre 

Jusqu’à présent on ne s’est intéressé qu’aux conditions du premier ordre, en supposant de facto les 

conditions du 2
nd 

ordre satisfaites 

L’objet de cette partie est d’étudier plus en détail les conditions du 2
nd

 ordre et leur rôle dans les 

programmes d’optimisation. On se limite toutefois aux cas de minimum ou de maximum global. 

Pour davantage de développements et plus de généralité le lecteur pourra utilement se reporter à :  

- Julien Grenet [2007], Vade mecum : Optimisation statique - Lagrangien et conditions de Kuhn 

et Tucker (www.parisschoolofeconomics.com/grenet-julien/TD/Annexe1.pdf) 

http://www.parisschoolofeconomics.com/grenet-julien/TD/Annexe1.pdf


- Marianne Tenand [2005], Optimisation statique : ce qu’il faut retenir 

(http://www.parisschoolofeconomics.eu/docs/tenand-marianne/optimisation-statique(1).pdf) 

1. – Optimisation sans contrainte 

1.1. – Fonction à une variable 

Supposons que l’on cherche à maximiser une fonction simple à une variable notée      : 

   
   

          

Pour que la fonction atteigne un maximum en un point    il faut que sa dérivée soit nulle en ce point :  

                             

C’est ce qu’on appelle la condition du 1
er
 ordre 

Les graphiques ci-dessous montrent cependant que la condition          caractérise, selon la nature 

de     ,  aussi bien un maximum …qu’un minimum (parfois même un point d’inflexion): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pour notre problème,             : 

- La condition du 1
er
 ordre          est bien une condition nécessaire : on ne peut pas être à 

un maximum si la dérivée (i.e. la pente de la fonction) n’est pas nulle 

- Mais ce n’est pas une condition suffisante car on peut avoir une dérivée nulle et ne pas être à 

un maximum (dans le graphique de droite on est, au contraire, à un minimum) 

Si on veut être certain d’être à un maximum il faut être dans le cas du graphique de gauche ;      doit 

donc être strictement concave, soit :         (condition du 2
nd

 ordre) 

 Pour qu’une fonction      atteigne un maximum en   , on doit donc avoir à la fois :            

(condition du 1
er
 ordre)  et            (condition du 2

nd
 ordre) 

      

      strictement concave 

        

      

          

      

      strictement convexe 

http://www.parisschoolofeconomics.eu/docs/tenand-marianne/optimisation-statique(1).pdf


 Inversement, pour qu’une fonction      atteigne un minimum en    (graphique de droite) on doit 

avoir à la fois :            (condition du 1
er
 ordre)  et       strictement convexe i.e.           

(condition du 2
nd

 ordre) 

1.2. – Fonction à plusieurs variables 

Considérons maintenant que l’on cherche à maximiser ou minimiser une fonction   à n variables : 

            
           

               

Les n conditions du 1
er
 ordre associées sont définies par :  

          i.e.                         

dont la résolution donne    
      

   qui est on l’a vu : 

- un maximum si   est strictement concave 

- un minimum si   est strictement convexe 

Il faut donc étudier les conditions sous lesquelles la fonction   à n variables est strictement concave vs 

strictement convexe 

On introduit pour cela la définition préalable suivante : 

Mineurs principaux diagonaux d’une matrice : Soit   une matrice carré symétrique de dimension 

     . Le mineur principal diagonal d’ordre   (noté   ) de la matrice   est le déterminant de la 

matrice de taille       obtenue en ne conservant que les   premières lignes et   premières colonnes de 

la matrice   

Les conditions de stricte convexité et de stricte concavité sont alors les suivantes (cf. Annexe A4.) : 

-   est strictement convexe si      est définie positive i.e. si les mineurs principaux diagonaux 

de      sont tous strictement positifs (    

-   est strictement concave si      est définie négative i.e. si les mineurs principaux diagonaux 

de      sont de signes alternés, au sens strict, le premier étant négatif :          etc. 

Exemple 

Soit une fonction à 3 variables notée            . La matrice Hessienne de   est (cf. annexe A3.) : 

      

     
     

     
     

     

     

     
          

  

On a alors :                 
 

     
     

     

     
     

       
     

      
     

 



     

     
     

     
     

     

     

     
          

       
     

     
      

     
     

      
     

     
 

      
     

     
      

     
     

      
     

     
 

Et finalement les conditions de concavité et de convexité : 

-   strictement convexe  si                  

-   strictement concave si                   

1.3. – Utilisation en microéconomie 

1.3.1. – Conditions du 2nd ordre du problème du consommateur 

Dans le cas le plus simple (i.e. avec des biens nécessaires et en l’absence de contrainte quantitatives de 

disponibilité), le programme du consommateur s’écrit : 

   
         

                 

               

 

   

   

La résolution de ce programme donne :    
    

                         

      
      

    est l’optimum unique du consommateur si les préférences sont strictement convexes i.e. 

si les courbes d’indifférence associées à            sont strictement convexes 

Une courbe d’indifférence de niveau    quelconque étant définie par              , il suffit de 

résoudre cette équation (par exemple) en    pour obtenir l’équation explicite de la courbe d’indifférence :  

              

Les préférences sont alors strictement convexes si   est strictement convexe i.e. si      est définie 

positive (mineurs principaux diagonaux de      tous      

Définition : Une fonction d’utilité            dont les courbes d’indifférence sont strictement convexes 

est dite strictement quasi-concave 

Au lieu de vérifier la stricte convexité de la courbe d’indifférence   associée à la fonction d’utilité   on 

peut donc, de façon équivalente, directement vérifier si   est strictement quasi-concave  

Les conditions portent dans ce cas sur la matrice Hessienne bordée notée        (cf. annexe A3.) : 

  est strictement quasi-concave si les mineurs principaux diagonaux    de      , pris à partir de       

sont de signes alternés, au sens strict, le premier étant négatif :                        

Exemple n°1 

On considère la fonction d’utilité                  
     



Cette fonction correspond-elle à des préférences strictement convexes ? 

Pour le vérifier on remarque d’abord qu’une courbe d’indifférence est définie par : 

    
        

L’équation d’une courbe d’indifférence associée à      est donc :  

       
    

            

Il suffit alors de vérifier que          est strictement convexe i.e. que la matrice Hessienne de  , 

    , est définie positive 

Comme par définition        
     

     

     
     

 , les conditions sur les mineurs principaux diagonaux 

de      s’écrivent simplement : 

        
   

       
     

     

     
     

       
     

      
     

   

Soit dans l’exemple :  

        
    

     

        
   

    
      

   
    

        
   

    
      

Comme ces deux conditions sont vérifiées       et      ,     , est définie positive et les 

préférences sont strictement convexes      

Exemple n°2 

On considère la fonction d’utilité                

Cette fonction correspond-elle à des préférences strictement convexes ? 

Pour le vérifier on remarque d’abord qu’une courbe d’indifférence est définie par :         

L’équation d’une courbe d’indifférence associée à      est donc :         
         

Pour que les préférences soient strictement convexes, il suffit donc de s’assurer que       est 

strictement convexe. Comme il s’agit d’une fonction à une seule variable, la condition du 2
nd

 ordre 

est simplement            qui est vérifiée      0  puisqu’on a ici :             
         

Nota : Il est possible, au lieu de vérifier la stricte convexité de la courbe d’indifférence, de directement 

vérifier que la fonction d’utilité          est strictement quasi-concave.  

Pour cela il faut que les mineurs principaux diagonaux    de la Hessienne bordée      , pris à partir de 

     , soient de signes alternés, au sens strict, le premier étant négatif :                     

Dans notre exemple on a : 



       
   

      
   

    
       

    

    
     

     

    
     

     

   
     

     
     

   

Les conditions sont donc :         
         et                 qui sont vérifiées       et 

    .           est bien strictement quasi-concave     

1.3.2. – Conditions du 2nd ordre du problème du producteur 

Dans le cas le plus simple (absence de contraintes quantitatives d’approvisionnement ou de débouchés), le 

programme du producteur s’écrit : 

   
           

                                   

 

   

     

                        

Comme la contrainte technologique est nécessairement saturée à l’optimum la solution de ce 

programme est obtenue en maximisant simplement la fonction : 

                              

 

   

 

La résolution de ce programme donne les demandes de facteurs de la firme :  

  
    

                          

Et en reportant celles-ci dans la contrainte technologique saturée on obtient finalement l’offre de 

l’entreprise :        
      

   

        est l’optimum unique du producteur ssi la fonction que l’on maximise,             , est 

strictement concave (condition du 2
nd

 ordre du programme de la firme) i.e. si la matrice Hessienne 

     est définie négative (mineurs principaux diagonaux de      de signes alternés, au sens strict, le 

premier étant négatif) 

Exemple 

On considère la fonction de production             
   

 
   avec     et     pour que les 

productivités marginales des facteurs soient strictement positives (   
      et    

      ) 

Dans ce cas la fonction   s’écrit : 

                             

Pour être assuré d’avoir un maximum global, la condition du second ordre impose que   soit 

strictement concave 

Comme par définition        
     

     

     
     

    
      

      

      
      

  les conditions sur les mineurs 

principaux diagonaux de      s’écrivent simplement : 



         
   

       
      

      

      
      

         
     

        
     

   

Soit dans l’exemple :  

            
     

 
   

                    
      

    
          

      
    

    

- La première condition est vérifiée ssi :        

- En réarrangeant la seconde et en simplifiant, on voit qu’elle est vérifiée ssi :       

Comme dans notre cas     , ces deux conditions se résument en une seule condition qui s’écrit : 

             

Nota : On remarque que la Hessienne de   est, au terme   près, identique à la Hessienne de   : 

       
     

     

     
     

    
      

      

      
      

    
     

     

     
     

        

Il s’ensuit que la stricte concavité de   est équivalente à la stricte concavité de   i.e. à des rendements 

d’échelle strictement décroissants 

Dans notre cas             
   

 
 étant une fonction homogène de degré    , les rendements sont 

strictement décroissants ssi       : on retrouve la condition qui assure la concavité stricte de   

2. – Optimisation sous contrainte(s)  

On considère ici que l’on cherche à maximiser, ou minimiser, une fonction            à n variables, 

avec k contraintes, liant les variables endogènes, qui prennent la forme d’inéquations.  

 Le problème s’écrit de façon générale sous la forme d’un programme [P] : 

            
           

               

                                         

- Par exemple : le programme du consommateur en présence de contraintes de disponibilité pour, 

disons, les biens 3 et 4 est un problème de ce type : 

     
           

               

                       

 

   

   

                          

                                    



L’équivalence est obtenue en posant :    ,                  
 
   ,               , 

              ,     ,        et        

- De même, le programme de la firme en présence d’une contrainte de débouchés est un problème du 

même « type » (avec juste une variable en plus) : 

   
           

                      

 

   

     

                         

     

L’équivalence est obtenue en posant :    ,                         ,              ,  

     et       

 On a vu comment résoudre les programmes de type [P] en utilisant la méthode de Kuhn & Tucker 

qui nous donnent les conditions du 1
er
 ordre.  Le lagrangien associé à [P] s’écrit :  

- Si on cherche un maximum :                                                     
     

- Si on cherche un minimum :                                                      
     

où          est le multiplicateur associé à la j
ième 

contrainte                

 Les conditions du 1
er
 ordre sont alors données par le système de (n+k) équations à (n+k) inconnues : 

(i)                                               

(ii)                              

Dont la résolution donne       
      

   

 Les conditions du 2
nd

 ordre sont alors les suivantes : 

   est un maximum global : 

(i) Si       est concave et que les       sont convexes        

ou  (ii)  Si       est quasi-concave,  que les       sont quasi-convexes          et   que 

   
                

  est un minimum global :  

(i) Si       est convexe et que les       sont concaves        

ou  (ii)  Si       est quasi-convexe,  que les       sont quasi-concaves          et   que 

   
                

On se reportera à l’annexe A4. Pour les conditions de concavité, quasi-concavité, convexité et quasi-

convexité 



Annexe 

A1. – Ecriture des formes fonctionnelles 

Une fonction            est généralement notée         . Avec cette notation seules les 

variables X et Z apparaissent comme argument de la fonction et les paramètres a, b et c ne sont pas 

indiqués 

Dans ce document on adopte une notation qui permet d’indiquer les paramètres. La fonction   

        est ainsi notée                  où les termes figurant à gauche du séparateur 

vertical désignent les variables et ceux figurant à droite en grisés désignent les paramètres (i.e. des 

variables dont la valeur est fixée) 

Par exemple le profit d’une firme            
 
    sera noté, si tous les facteurs sont variables : 

                         

pour bien montrer que les variables sont les quantités de facteurs         et le niveau de production 

 , tandis que les prix des facteurs         et le prix de vente   – même si ils ont une influence sur le 

profit – sont fixés par le marché  i.e exogènes (ce sont des données que la firme ne peut pas modifier) 

Si, pour une raison ou une autre, la quantité du facteur n est fixe, le profit est noté différemment, soit : 

                              

La quantité    du facteur n, bascule simplement du côté des paramètres i.e. des variables fixes que la 

firme ne peut pas modifier 

A2. – Notation abrégée 

Par être concis on note parfois      à la place de           .  

De même on peut écrire  
     

   
  à la place de  

           

   
 

Le point entre les parenthèses désigne de façon générale « tous les arguments de la fonction » 

A3. – Dérivées 

Soit une fonction             On utilise de façon équivalente les deux notations suivantes pour 

désigner la dérivée partielle de la fonction   par rapport à son i
ème

  argument : 

   
                           

           

   
 

Les dérivées secondes par rapport aux arguments i et j sont notées : 

     
                           

            

      
 



Le vecteur des dérivées partielles, ou gradient de  , est noté :  

       
      

  

La matrice des dérivées secondes partielles, ou matrice Hessienne de  , s’écrit :  

     

 

 

     
     

 

     
     

 

   

     

     

 
     

     
       

  

Nota : comme on a toujours       
      

         , la matrice Hessienne est symétrique 

La matrice Hessienne de   bordée par le gradient – dite matrice Hessienne bordée – s’écrit enfin :  

       
   
      

  

 

  
 

    
       

     

    
     

     
 

    
     

     
 

    

   
    

     

     

 
    

     
     

      
  

  
 

 

A4. – Concavité, convexité, quasi-concavité et quasi-convexité 

Deux définitions préalables 

Soit   une matrice carré symétrique de dimension       :             

       
       

   

   

   

 
          

  

Définition n°1 

Un mineur principal d’ordre   de   est le déterminant de la sous-matrice de   d’ordre   obtenue en 

supprimant       lignes et les       colonnes correspondantes dans   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         

         

         

  

Exemple                 

         

         

         

  

 Mineurs principaux d’ordre     : déterminants des sous-matrices de   obtenues en supprimant   lignes 

et les   colonnes correspondantes dans  . Il y en a 3 qui sont obtenus en supprimant : 

- lignes 1 et 2 + colonnes 1 et 2         

- lignes 1 et 3 + colonnes 1 et 3         

- lignes 2 et 3 + colonnes 2 et 3         

 Mineurs principaux d’ordre     : déterminants des sous-matrices de   obtenues en supprimant   ligne 

et la colonne correspondantes dans  . Il y en a 3 qui sont obtenus en supprimant : 

- ligne 1 + colonne 1      
      

      
  

- ligne 2 + colonne 2      
      

      
  

- ligne 3 + colonne 3      
      

      
  

 Mineurs principaux d’ordre     : déterminants des sous-matrices de   obtenues en supprimant   ligne 

et 0 colonne dans  . Il y en a un seul correspondant au déterminant de la matrice entière : 



Définition n°2 

Le mineur principal diagonal d’ordre   (noté   ) de la matrice   est le déterminant de la matrice de 

taille       obtenue en ne conservant que les   premières lignes et   premières colonnes de la matrice: 

        

       
       

   

   

   

 
          

                        
    

  
   

 
       

             

 

Soit une fonction            à n variables : 

  Les conditions de convexité et de concavité sont les suivantes : 

-           est strictement convexe si la matrice Hessienne de  , notée     , est définie 

positive i.e. si les mineurs principaux diagonaux    de      sont tous strictement positifs : 

                    

-           est strictement concave si      est définie négative i.e. si les mineurs principaux 

diagonaux    de      sont de signes alternés, au sens strict, le premier étant négatif : 

                    

-           est convexe ssi     , est semi-définie positive i.e. si tous les mineurs principaux 

 de      sont positifs (i.e.   ) 

-           est concave ssi      est semi-définie négative i.e. si les mineurs principaux 

d’ordre k de      sont tous négatifs (i.e.   ) pour   impair et tous positifs (i.e.   ) pour   

pair 

On remarque que les conditions (suffisantes) de stricte convexité ou concavité ne portent que sur 

les mineurs principaux diagonaux, alors que les conditions (nécessaires et suffisantes) de 

convexité ou concavité portent sur tous les mineurs principaux (et pas seulement sur les mineurs 

principaux diagonaux) 

 

 

 

 

 

 

 

Exemple       Soit une fonction             à 3 variables, dont la matrice Hessienne est :         

     
     

     

     
     

     

     
     

     

  

      est strictement convexe si : 

      
    ,     

     
     

     
     

   ,    

     
     

     

     
     

     

     
     

     

    

      est strictement concave si : 

      
    ,     

     
     

     
     

    ,    

     
     

     

     
     

     

     
     

     

     

      est convexe ssi : 

      
    ,       

    ,       
    ,  

     
     

     
     

   ,  
     

     

     
     

   ,  
     

     

     
     

   ,  

     
     

     

     
     

     

     
     

     

    

      est concave ssi : 

      
    ,       

    ,       
    ,  

     
     

     
     

   ,  
     

     

     
     

   ,  
     

     

     
     

   ,  

     
     

     

     
     

     

     
     

     

    



  Les conditions de quasi-convexité et de quasi-concavité sont les suivantes : 

-           est quasi-concave, et aussi strictement quasi-concave, si les mineurs principaux 

diagonaux    de      , pris à partir de      , sont de signes alternés, au sens large, le 

premier étant négatif :                     

-           est quasi-convexe ssi            est quasi-concave i.e. si les mineurs 

principaux diagonaux    de      , pris à partir de      , sont tous négatifs :         

            

-           est strictement quasi-convexe ssi            est strictement quasi-concave 

 


