Microéconomie des comportements

Optimisation sous contrainte(s)

1¢re partie : le consommateur

On suppose dans toute cette partie que les préférences du consommateur sont strictement convexes :
cela équivaut a supposer que la fonction d’utilité est strictement quasi-concave i.e. que les courbes
d’indifférence associées a la fonction d’utilité sont strictement convexes.

Sous ces hypothéses les conditions du second ordre associées au programme du consommateur sont
satisfaites et les conditions du premier ordre, qui constituent 1’objet de cette partie, sont suffisantes.

1. - Maximiser l'utilité : le programme primal

1.1. - Maximisation sous la seule contrainte budgétaire

Le probléme s’écrit sous la forme d’un programme [P1]:

Max ) U(xq, s Xn)

{x1,%n
n
s.t. Z pixi <R
i=1
On suppose que tous les biens sont nécessaires : Vi, x; =0 = U(xq,...,x,) =0
Ce programme est appelé programme first best du consommateur.
Il a pour objectif de déterminer les demandes marshaliennes du consommateur : X* = (x3, ..., X5,)

- Les variables endogenes sont : x4, ..., xp,

- Lesvariables exogénes sont : py, ... p, €t R
1.1.1. - Méthode par substitution

e 1°°étape : on montre que la contrainte budgétaire est nécessairement saturée a I’optimum

Supposons X* = (xj, ..., x5,) optimal et tel que Y7, p;x; < R. Notonsalors S =R — Y-, p;x; > 0.
En appelant X le panier de biens dont les n — 1 premiéres composante sont identiques & X* tandis que
la derniere est augmentée de pi, soit X = (X}, .., X 1, X5 + pi), ona:

(i) X respecte la contrainte budgétaire (puisque Y™, p;X; = R par construction)

(i) X>x* puisquepi >0



Il s’ensuit que X ™ ne peut pas étre optimal. On a donc nécessairement a ’optimum : Y,/ ; p;x; =R =

2nde

. étape : on substitue la contrainte budgétaire saturée dans la fonction d’utilité

Comme Y p;x; = R a ’optimum le programme [P1] a la méme solution que le programme [P2] :

Max = U(xq, ... x,)

{le""xTL}

n
s.t. Zpixi =R
i=1

R-Y7 ' pix;

En tirant x,, de la contrainte budgétaire saturéeona: x, = >
n

En reportant alors cette expression dans la fonction U (x4, ... x,,) on obtient la fonction :
R = XTI pixi

Pn

Xn

Z(xl""'xn—l ): U X150y Xpn—1,

qu’il s’agit simplement de maximiser par rapport & (xq, ..., Xp,—_1)-
Les conditions nécessaires du premier ordre sont: VZ =0 i.e. 0Z/dx;=0Vi=1..n—1
Soit : Uy, () — an(-)§ =0 Vi=1..n—1

ou encore le systeme de (n — 1) équations a (n — 1) inconnues :

-8B yiz1.n-1

(on retrouve ici, pour tous les biens pris deux a deux, 1’égalité entre le TMS et le rapport des prix ; ces
conditions sont suffisantes si les préférences sont strictement convexes)

La résolution de ce systétme donne les demandes marshaliennes des (n — 1) premiers biens comme
fonctions des variables exogenes : x; = x; (p1, ...p,R) Vi=1..n—-1

En reportant celles-ci dans la contrainte budgétaire saturée on obtient enfin :

R — X1 pix; (p1, .0 R)
Pn

Xn (D1, P, R) =

Nota : L’utilité a I'optimum U* = U(xj,...,xn_1) qui ne dépend que des variables exogénes du
programme est appeléef onct i on d’ einoteeV(pt.€p,, R)Ndi rect e

Onabiensur: | ,()<0Vi=1..n et |z()>0

1.1.2. - Méthode de Kuhn & Tucker

Le lagrangien associé au programme [P1] est :



n
L(x1, o, Xp, A | )= U(xq, ., xp) + A(R - Zpixi>
i=1

Ou A = 0 est le multiplicateur associé a la contrainte budgétaire.
Les conditions nécessaires d’optimalité sont :

() dL/0x; =0 Vi=1..n

(i) AR — YL, pix;) = 0 (relation d’exclusion)

Correspondant au systéme de (n+1) équations a (n+1) inconnues (x4, ..., x, et 1) :

Ux, () = Apy [1]
Uy,() = 2p; [2]
Uy, () = Ap, [n]
n
A(R—Zpixi)=0 [n+1]
i=1
e Résolution
De [1] on tire A = Va0 >0
1

D’aprés [n+1]onadonc: Yiv;pix; =R
La contrainte budgétaire est saturée a 1’optimum.

En formant les rapports % Vi = 2 ...n on obtient le systéme de n équations & n inconnues

U .
() =D Vi=2..n
Uxi(') pl
n
Zpixi =R
i=1

Dont la résolution donne directement les fonctions de demande marshaliennes:

x; =x;(py, -PoR), i=1..n N

1.1.3. - Exemple
Cas a2 biensavec U(xq,x,) = x4 x,
Le programme [P1] s’écrit dans ce cas :
Max U(xq,x3)

{xl»xz}

s.t. P1X1 + DP2X>, < R



e Méthode par substitution
On montre dans une premiere étape (cf. 1.1.1.) qu’on a p;x; + pyx, = R a’optimum

, - R—-
On en déduit : x, = —222

D2

En reportant cette expression de x, dans U(x;, x,) on obtient la fonction :

R—pix; R —pix;
Z(xq | )= U(xl:T) = X <T)
La condition du premier ordre est alors :
D2 p2
. R
L.e X1 = 2—pl

RZ
e V(p1, p2,R)

La fonction d’utilité indirecte est alors : U(x{ ,x5) = xj.x; = progps
1

e Méthode de Kuhn & Tucker

Le lagrangien associé au programme [P1] est :

L(xq,%5, 2| )= U(xy,x3) + AR — p1X1 — DP2x2)

Les conditions du 1* ordre sont alors :

le ()= py [1]
Uy, () = Ap; [2]
AR — p1x1 — paxz) =0 [3]

le Q)

De [1] ontire A =
D1

> 0.0Onadonc d’aprés [3]: R — p1xq — pxp =0 [4]

La contrainte budgétaire est saturée.

UnO _p1 o %2 _ P2

En formant le rapport de [1] et [2], on a d’autre part : Ur,0) ) ) )

Soit p;x; = p,x,. En reportant dans [4], on obtient alors immeédiatement :

R R
et x;=— |

X{ =—
! 2p, 2p,



1.1.4. - Représentation graphique

Xy A

p1x1 + p1x; =R

Uxr)

v

X1 X1

1.2. Contraintes quantitatives

On suppose ici qu’il existe, pour les k premiers biens, des contraintes quantitatives concernant les
transactions réalisables (contraintes de disponibilité).

On suppose toujours que tous les biens sont nécessaires : Vi, x; =0 = U(xq,...,x,) =0

Le probléme s’écrit dans ce cas sous la forme d’un programme a plusieurs contraintes [P3]:

Max = U(xq,...,Xn)

{x1,%n

Xi<fi i=1...k,k<n

Ce programme est appelé programme second best du consommateur pour le distinguer du first best ou
le consommateur ne subit que la seule contrainte budgétaire.

1.2.1. - Méthode de résolution

Le lagrangien associé au programme [P3] est :

L(xq, e Xpy Ay B1y ooy B | )
n k

= U(xq, .., Xxy) + A(R — zpixi> +Zﬁi(fi - x;)
i=1 i=1

ou A>0 est le multiplicateur associé a la contrainte budgétaire et 3; >0, i =1..k, les k
multiplicateurs associés aux contraintes quantitatives



Les conditions nécessaires d’optimalité sont alors :

(i) oL/ox; =0 Vi=1..n

(i) A(R— Xi=ipix;) = 0 (relation d’exclusion associée a la contrainte budgétaire)

@iii) B;(x;— x;) =0 Vi=1..k (krelations d’exclusion associées aux k contraintes quantitatives)
On a ainsi un systeme de (n+1+k) équations a (n+1+k) inconnues : x4, ..., X, 4, B1, -, Bk
Dont la résolution donne les fonctions de demande : X = (%4, ...,%,) M

On a bien sur U()?) < U(X™) puisque le consommateur subit des contraintes supplémentaires par
rapport au first best

1.2.2. - Exemple
Cas a 2 biens avec une contrainte de disponibilité sur le bien 2 : U(xy,x,) = x; x, et ¥, =1

Le programme [P3] s’écrit dans ce cas :

Max.  U(xq,x3)
{x1'x2}
s.t. px1+ pxy; <R
X, < Xy

Le lagrangien du probléme s’écrit :

L(xq,x,A,B | ) = U(xg, x3) + AR — p1x1 — poxp) + B(X — x3)

Et les conditions du premier ordre forment un systéme de 4 équations a 4 inconnues: x;, x,, A et 8

Ug, = p1 =0 [1]
U, = W02 —B =0 [2]
AR — p1x; — px) =0 [3]

B(x;— x2) =0 [4]

De[1] ontire A = 50 [5]

P1
D’aprés [3] onadonc: pyxq + pox, =R [6] (la contrainte budgétaire est saturée)

En remplagant [5] dans [2] on a d’autre part :

Uy,
B = sz - 1 [)
dont le signe est indéterminé

Il faut alors discuter sur le signe de g en distinguant 2 cas

U.
e 1%cas: Uy, — %pz > 0
1



Danscecasonaf > 0etdonc d’aprés [4] 1 X, =%, =1

Il vient alors d’aprés [6] © X} = ———= =

R—pyX; R-p;

P1 P1

. .y u .
Domaine de validité : U, — %pz >0 ie x> Z—sz
1 1

Soit en remplacant x; et x, par leurs valeurs d’équilibre :

R — R
D2 >&
p1 p1 2

A U
2°™cas: Uy, — pillpz =0

Dans ce casona f = 0 et donc d’apres [1]-[2]:

le_P1 , X2 D1
= — ie — =—

sz b2 X1 D2

Soit p;x; = p,x,. En reportant dans la contrainte budgétaire saturée [6] et en résolvant on obtient :

R R

o= t S S
1%, & 2T 2,

. s ez ~ _ . R . R
Domaine de validité : %, < x, ie. —<1, soit: p, =

2p2

Les fonctions de demandes sont donc :

R —1p, R
s ¢ 2= 1 . <2
X, o et X, si p, >
. ¢ 2= R . >R n
X = 20 et X, = 20, si p2_2

Interprétation :

Si p, est faible (p, < g) le consommateur souhaiterait acheter beaucoup de bien 2 mais bute

sur la contrainte de disponibilité qui I’empéche d’acheter la quantité souhaitée. Il en achéte

alors le plus possible, soit X, = 1, et consacre alors le revenu R — p,X, inutilisé a 1’achat de
. ~ R-

bienl: %, = —2
D1

Dans ce cas la contrainte de disponibilité « géne » le consommateur et I’empéche d’atteindre

le first best X*. Onadonc: X <X* = U(X) < U(X™)

. ) ) R . .
Si p, est élevé (p, = E) le consommateur ne souhaite pas acheter beaucoup de bien 2 ; la
contrainte de disponibilité ne ’empéche donc pas d’acheter la quantité souhaitée. Il achéte
. A R % N 10 : .
alors ce qu’il veut, soit X, = = X2 et consacre le reste de son revenu a I’achat de bien 1 :
2
R .

X1=—=x
1= o 1



- Dans ce cas la contrainte de disponibilité ne « gene » pas le consommateur et ne I’empéche
pas d’atteindre le first best X*. Onadonc: X =X* = U(X) = UX")

1.2.3. Représentations graphiques

R .  _ .
Cas P2 25 L& X 2 X;

le ®) P1

sz(') B b2

p1x1 + p1x; =R

Xy =Xg fp----------------
! U(X)=UX"
5C\1 = xik 5 xl
P1
x, 4 R . _ .
Cas p, <7 e < x
D2 First best : 220 — 21
UXZ(') p2
Second best : 210 o P1
UXZ(') pZ

p1X1 + p1x; =R




1.3. Biens non-nécessaires

On suppose ici qu’il existe des biens non-nécessaires : 3i t.q. x; =0 # U(xy,...,x,) =0
Supposons que seuls les k premiers biens sont non-nécessaires (k < n)

Il faut dans ce cas introduire des contraintes de positivité pour les biens non-nécessaires. Le probléme
s’écrit alors sous la forme d’un programme a plusieurs contraintes [P4]:

Max : U(xq, or Xn)

{x1, %0

Comme précédemment, ce programme est appelé programme second best du consommateur pour le
distinguer du first best ou le consommateur ne subit que la seule contrainte budgétaire.

1.3.1. - Méthode de résolution

Le lagrangien associé au programme [P4] est :

n k
LCx1soor Xy s By oo B | )= Ulxy, o 2n) + /1<R - pl-xl-) £ fixi
i=1 i=1

ou A>0 est le multiplicateur associé a la contrainte budgétaire et ; >0, i =1..k, les k
multiplicateurs associés aux contraintes de positivité
Les conditions nécessaires d’optimalité sont alors :

(i) dL/ox;=0 Vi=1..n

(i) AR — Xi=ipix;) = 0 (relation d’exclusion associée a la contrainte budgétaire)

(iil) B;x; =0 Vi=1..k (krelations d’exclusion associées aux k contraintes de positivité)
On a donc un systéme de (n+1+k) équations a (n+1+k) inconnues : x4, ..., Xp, 4, B1, -, Bx

Dont la résolution donne les fonctions de demande : X = (%4, ..., £,) |

1.3.2. - Exemple
Cas a 2 biens avec un bien 2 non nécessaire : U(xq,x;) = x1 (x, + 1). Le programme [P4] s’écrit :

Max U(xl,xZ) = X1 (xZ + 1)

{x1,22
s.t. P1X1 + DP2X2 <R

XZZO



Le lagrangien du probléme s’écrit :

L(x1, x3,A, B | )= U(xg, x3) + AR — p1x1 — paxp) + B x;

Et les conditions du premier ordre forment un systeme de 4 équations a 4 inconnues: x;,x,, A et 8

De[1]ontired =2 >0 [5]

P1
D’aprés [3] onadonc: pyx; + pox; =R [6] (la contrainte budgétaire est saturee)

En remplagant [5] dans [2] on a d’autre part :

U

dont le signe est indéterminé.

Il faut alors discuter sur le signe de 8 en distinguant 2 cas :
er . le
e 1Vcas: —p,—U, >0
P1 2
Danscecasonaf > 0 et donc d’aprés [4], X, =0

Il vient alors d’apres [6] : X = ——= = L

1 iditd - Y . P
Domaine de validité : %pz — Uy, >0 ie (xp+ 1)p—i > x;

1

Soit en remplacant x; et x, par leurs valeurs d’équilibre :

R
b1 P
Uxy

o 2Mrgs: A
P1

b2 — sz =0
Dans ce casona 8 = 0 et donc d’apres [1]-[2]:

Uy, P11 X +1 P1
= == je —“— =—=

Uy, D2 X1 D2

Soit p;x; = p,x, + p,. En reportant dans la contrainte budgétaire saturée [6] et en résolvant on
obtient :

£ =R+P2 o R —p,
! 2p,




Domaine de validité : ¥, >0 soit: p, <R

e Les fonctions de demandes sont donc :

(%=X : -

X = — et X,=0 si p >R

{ p1
R+ R —

| %= P2 ot 2,=— P2 §p <R 0w
2py 2p;

e Interprétation :

Si p, est élevé (p, > R) le consommateur souhaiterait acheter une quantité négative de bien
2, mais vient buter sur la contrainte de positivité qui I’empéche d’acheter la quantité souhaitée.

Il en achéte alors le moins possible, soit X, = 0, et consacre alors tout son revenu R a I’achat

. ~ R
de bienl: %, = —
P1

Dans ce cas la contrainte de positivité « géne » le consommateur et I’empéche d’atteindre son
first best X*.

Si p, est faible (p, < R) le consommateur souhaite acheter beaucoup de bien 2 ; la contrainte
de positivité ne ’empéche donc pas d’acheter la quantité souhaitée. Il achéte alors ce qu’il

. N R— L 1, . )
souhaite, soit %, = zppz = x,, et consacre le reste de son revenu & I’achat de bien 1 :
2
o R+p2 *
Xi=—=x
1 2p4 1

Dans ce cas la contrainte de disponibilité ne « géne » pas le consommateur et ne I’empéche
pas d’atteindre le first best X™*.

1.3.3. Représentations graphiques

xZ A
Cas p, <R

p_z le(') _ b1

sz () b2
X,=x5 [----- , pix1 + p1x2 =R
\ »
5&1 = xik 5 \\ X1

b1 \
\

1 b—— U —




Cas p, >R

Second best : 220 5 P1
sz(') D2
X1
Ny .
O Firstbest: U O
S Ux, ()
_1 i TN < == —

2. - Maximiser l'utilité : le programme dual

On résout ici le programme du consommateur en 2 étapes :
1% étape : détermination des demandes hicksiennes et de la fonction de dépense

2"* étape : détermination des demandes marshaliennes

2.1. - 1¢re étape : Détermination des demandes hicksiennes

On cherche ici la dépense minimale qui permet d’obtenir un niveau d’utilité U donné.

Le probléme s’écrit sous la forme d’un programme [P5]:

n
Min  D(xy, ., X | )= ) P
{x1'---'xn} -
=1
s.t. U(xq, e, xy) =U
Les variables endogénes sont : x4, ..., X,

Les variables exogenes sont : p4, ...p, €t U

128
D2



Le programme a pour objectif de déterminer les demandes hicksiennes du consommateur X =
(%4, ..., Xy) et la fonction de dépense : D (X4, ..., X,)

Le lagrangien associé au programme [P5] est :

n
L(xpy ) X2 | )= > piti = AUCE ) = U)
i=1

Ou A = 0 est le multiplicateur associé a la contrainte
Les conditions nécessaires d’optimalité sont alors :
(i) OL/Ox;=0 Vi=1..n
@iy  AWU(xq, ., xy) —U) =0 (relation d’exclusion)

On a ainsi un systéme de (n+1) équations a (n+1) inconnues (x, ..., X, et A):

P1 = /ujxl Q. [1]
b2 = /1sz ®) [2]
Pn = AUy, () [n]

AU, vy x) —U) =0 [n+ 1]
e Résolution

. _ b1
De [1] ontire A = TG) >0

D’aprés [n+1]onadonc: U(xq,..,x,) =U
[1]

En formant d’autre part les rapports 7l Vi = 2..n on obtient le systétme de n équations a n
inconnues :

U .

n0 _ P Vi=2..n

Uxi(') pl

Uy, e, xq) =U

Dont la résolution donne directement les n fonctions de demande hicksiennes qui dépendent des seules
variables exogenes du probléeme :  X;(py, ...pp, U), i =1..n

La fonction de dépense est alors D (%, ..., %, | ) = X1 pi % (P, . Pn, U) qui ne dépend
également que des variables exogénes du probléme et est notée : D(py, ...p,, U) N

2.2, - 2nde étape : des demandes hicksiennes aux demandes marshaliennes

Cette étape consiste a identifier les demandes marshaliennes X* = (xj, ..., x;,) a partir des demandes
hicksiennes X = (%, ..., %,,) et de la fonction de dépense



On calcule pour cela le plus haut niveau d’utilité que peut atteindre le consommateur compte tenu de
son revenu R

Le probléme s’¢écrit sous la forme d’un programme [P6]:

Yoy v i

s.t. D(pq,--pp,U) = Zpia?i(pl, P U) <R
La variable endogéne est : U -

Les variables exogénes sont : py, ...p, €t R

Comme il s’agit de trouver le « plus grand » U compatible avec la contrainte budgétaire, la solution est
triviale et définie par :

D1, .-Pn,U) =R

dont la résolution en U donne directement la fonction d’utilité indirecte U* = V( py, ..., pn, R)

En reportant cette derniére dans les n demandes hicksiennes on obtient les n demandes marshaliennes :

(1, o P V(P1, -, P R)) = x{ (P4, -, 0, R) i=1,..,n A
2.3. - Exemple

Cas a2 biensavec U(xy,x3) = x4 X,
o 1% gtape :
Min D(xy,x; | ) = p1x1 + P2,
{x11x2}
s.t. X1 X, =2 U

Le lagrangien associé au programme est

L(xy, x5, 4| ) = p1Xy + p2xz — Alxy x; — U)
Ou A = 0 est le multiplicateur associé a la contrainte
Les conditions du premier ordre associées sont :

aL/axl = p1 - AXZ =0 [1]
aL/axZ = pz - /1x1 = 0 [2]
A(.xl xZ - U) = 0 [3]

Comme x, est strictement positif (pour que la contrainte soit respectée), on a d’apres [1]: 4 = % >0
2

D’apres [3], on a donc : X1 %, =U [5]

Et en formant le rapport % Dp1Xy = Ppax,  [6]

En résolvant [5]-[6] en x; et x5, on obtient alors les demandes hicksiennes :



N ’ U . , U
¥ (p1,p2,U) = ppz_l et %,(p1,p2,U) = %

Dont on déduit la fonction de dépense :
D(p1, 12, U) = p1%1() + p2%2 () = 2{/p1pU
o 2°™ étape :
La fonction d’utilité indirecte est donnée par la résolution en U de 1’équation :

D(p1,p2,U) = 2{p1p.U =R

2

T e .
Soit: U* = yr— V(py, 2, R)

En reportant alors U* dans les demandes hicksiennes, on obtient les demandes marshaliennes :

* ~ * p2U* R
X =X Uu*) = /— = —
1 1(01,02,U") o 20,

* __ 0~ * — plU*_ R
X3 =X (1,02, U") = = 7; u

2¢me partie : le producteur

On suppose dans toute cette partie que la fonction de production de I’entreprise est strictement
concave : cela équivaut a supposer que les rendements d’échelle sont strictement décroissants i.e. que
la fonction profit est strictement concave.

Sous ces hypothéses les conditions du second ordre associées au programme du producteur sont
satisfaites et les conditions du premier ordre, qui constituent 1’objet de cette partie, sont suffisantes.

1. - Maximiser le profit : le programme primal

1.1. - Maximisation sous la seule contrainte technologique

Le probléme s’écrit sous la forme d’un programme [P1]:

n
Max  TI(Y,xq, .., Xp | ) =pY — Z CiXi
{v,xy } e

yer X
s.t. Y < F(xq, .., xp)
Ce programme est appelé programme first best du producteur
Il a pour objectif de déterminer :

- les demandes de facteurs : X* = (x}, ..., x},) — notées également X% = (x&, ..., x%)



- D’offre de bien Y™* de la firme — notée également Y°
Les variables endogenes sont : Y, x4, ..., x,,

Les variables exogénes : p,cy, ..., Cn,

1.1.1.- Méthode par substitution

e 1% étape : on montre que la contrainte technologique est nécessairement saturée a I’optimum

Notons X* = (xj, ..., xp) et supposons (Y*, X*) optimal avec Y™ < F(xj, ..., xy,). Le profit associé a
ce « couple » inputs-output est alors TI(Y*, X*) = pY* — XY, cix|.

Puisque Y* < F(xj, ..., x;,), 3¢ >0 tel que Y* =F(X), ou X est le panier d’inputs dont les n — 1
premiéres composante sont identiques & X* tandis que la derniére est diminuée de &, soit X =

(X1, o) X1, Xp — €).

Considérons alors le « couple » inputs-output (Y*,X)
(i) (Y~ X) respecte la contrainte technologique (puisque Y* = F(X) par construction)
(i) (Y~ X)>1(r*x*) puisque I(Y*,X) — (Y, X*) = cpe >0

Il s’ensuit que (Y, X™) ne peut pas étre optimal puisque la firme préfere (Y)?) qui est réalisable. On
a donc nécessairement a I’optimum : Y = F(xq, ..., x,) ®

e 2" ¢tape : on substitue la contrainte technologique saturée dans le profit & maximiser

CommeY = F(xq, ..., x,) a I’optimum, le programme [P1] a la méme solution que le programme [P2]:

X

n
Max _ TI(Y,xq, ..., Xp | ) =pY — Z CiX;
{lel } l—l

s.t. Y =F(xq,...,x,)

En remplagant alors Y par F (x4, ..., x,) dans I’expression du profit a maximiser on obtient la fonction :

n
T(Xq, ooy Xpy | ) =pF(xq, ., Xp) — Z CiX;
i=1

qu’il s’agit de maximiser en (xq, ..., X,,)
Les conditions nécessaires du premier ordre sontalors: Vm =0 i.e. dn/dx; =0 Vi=1..n
Soit le systeme de n équations a n inconnues:

pE,()—¢;=0 Vi=1..n

Nota : on retrouve ici, pour tous les facteurs de production, 1’égalité entre la productivité
marginale F,(*) et le colt réel du facteur % ; ces conditions sont suffisantes si la fonction

de production est strictement concave i.e. si les rendements sont strictement décroissants




La résolution de ce systéme en x4, ..., x, donne les demandes de facteurs de la firme :

*
6xi

dp

* * . . ox; ..
x;i =x;(p,c1,rCp), i=1,..,n avec >0 Vi et % <0 Vi,j
]

En reportant celles-ci dans la contrainte technologique saturée on obtient finalement 1’offre de
I’entreprise :

Y* = F(, ) = Y*(9,¢y, ) Cy)  AVEC Z‘; >0viet S-<ovi W
1.1.2. - Méthode de Kuhn & Tucker
Le lagrangien associé au programme [P1] est :
n
L(Y,xq, ., xp, 1| )= pY — Z cixi + AF(xqg, e, xp) = Y)
i=1

Ou A = 0 est le multiplicateur associé a la contrainte technologique
Les conditions nécessaires d’optimalité sont :
(i) AL/OY =0 et AL/dx;=0Vi=1..n
(i) A(F(xq, ..., xn) —Y) = 0 (relation d’exclusion)
Soit un systeme de (n+2) équations a (n+2) inconnues (Y, x4, ..., x, et A) :

p=4 [1]
€1 = /U:x1 ®) [2]
Cn = AF, () [n+1]
AF(xq, %) —Y) =0 [n+ 2]
e Résolution
De[l]ontiredA=p >0
D’aprés [n+2] onadonc: Y = F(xq, ..., xp)
La contrainte technologique est saturée a I’optimum.

En remplagant A par p dans les équations [2] & [n + 1] on obtient donc le systeme de n+1 équations a
n+1 inconnues (Y, x4, ..., xp,)

¢; = pF, () Vi=1..n
Y =F(xq, .., Xn)

Dont la résolution en (Y, x4, ..., x,,) donne directement les demandes de facteurs et I’offre de bien :

xi =x;(p,c1, ), i=1..,n et Y =Y"(pcy, ..., Cn)



1.1.3. - Exemple
Casa2inputsavec F(xy,xp) = x4 x,M/* et ¢;=c, =1
Dans ce cas le programme [P1] est :

Max (Y, xq, x5 | ) =pY — (c121 + c3%3)
{Y' xl' xZ}
s.t. Y < F(xq,x3)
e Meéthode par substitution
On montre dans une premiére étape (cf. supra) que Y = F(xy,x,) al’optimum
En reportant cette expression de Y dans I1(-) on obtient la fonction :
(xy, X | ) = PF(x1,x3) — ¢1%1 — €%

qu’il s’agit donc de maximiser en (x4, x5)

Les deux conditions du premier ordre sont alors :
on/0x; = pF, () —c; =0 fe. x, 34 x4 =

om/0x; = pF, ()—c;=0 i.e. x11/4 352_3/4 =

TIAT A

En résolvant ce systéme de 2 équations a 2 inconnues on obtient :

Et en reportant ces demandes de facteurs dans la contrainte technologique saturée on obtient 1’offre de
I’entreprise :

Y*=F(xj, x3) = x{1/4x§1/4= g [
e Meéthode de Kuhn & Tucker
Le lagrangien associé au programme [P1] est :
L(Y,xq,x5,4 | )= pY —c1x; — x5 + A(F(xq,%5) —Y)

Les conditions nécessaires d’optimalité sont alors :

oL/dY =p—21=0 [1]
dL/0x; = —c; + AF, () = 0 [2]
0L/0x, = —c, + AR, ()= 0  [3]

AF(x,x) —Y) =0 [4]



De[l]ontired=p >0
D’aprés [4Jonadonc: Y = F(xq,x,)

En remplacant A par p dans les équations [2] et [3] on obtient donc le systétme de 3 équations a 3
inconnues

€1 = prl() 4 = px1—3/4— x21/4— [5]
Cz = pFXZ (.) ie 4 = px11/4' x2—3/4- [6]
Y = F(.xl,.xz) Y — x11/4- x21/4- [7]

En formant le rapport % on remarque qu’ona x; = X, al’optimum

i~
N

En remplagant alors x, par x; dans [5] et en résolvantona x; =

|
U
a
N %
Il
|

1

(o)}

En reportant ces valeurs dans [7] on obtient : Y* = x¥/* x4 = % n

1.1.4. - Représentation graphique

Nota : seul le cas a un seul facteur peut étre représenté graphiquement
Dans ce cas le programme [1] s’écrit :
Max TI(Y, x4 | ) =pY —cyxq
{erl}

s.t. Y <F(x1)

Et I’équation d’une courbe d’iso-profit de niveau IT quelconqueest: pY —cix; =11 ie. ¥ = %xl +%

YA

Y*

3 -
k —//’ \
,’\/"

"~ Sensde profit croissant

Courbes d’iso-profit

Y < F(xy)

v

X1

A P’optimum on a simultanément : Y = F(x;) et F'(x) = % [



1.2. - Contraintes quantitatives d’approvisionnement

On suppose ici qu’il existe, pour les k premiers inputs, des contraintes quantitatives
d’approvisionnement

Le probleme s’écrit dans ce cas sous la forme d’un programme a plusieurs contraintes [P3]:

X

n
Max _ TI(Y,xq, o, Xp | ) =pY — Z CiX;
{lel } i—1

s.t. Y <F(xq,..,xp)

xl-<fl- l:1k,k<n

Ce programme est appelé programme second best du producteur pour le distinguer du first best ou le
producteur ne subit que la seule contrainte technologique.

1.2.1.- Méthode de résolution

Le lagrangien associé au programme [P3] est :
L(Y,x1, e, X, A, B1y oes Bre | )
n k
= pY _Zcixi + AF(xy, s x0) = Y) +Zﬁi(fi - X))
i=1 i=1
ou A >0 est le multiplicateur associé a la contrainte technologique et 5; >0, i =1..k, les k
multiplicateurs associés aux contraintes quantitatives
Les conditions nécessaires d’optimalité sont alors :
(i) OL/0Y =0 et OL/0x;=0Vi=1..n
(@it) A(F(xq,...,x,) —Y) = 0 (relation d’exclusion associée a la contrainte technologique)
(ii)) Bi(x;— x;) =0 Vi=1..k (krelations d’exclusion associées aux k contraintes quantitatives)
On a ainsi un systéme de (n+2+k) équations & (n+2+k) inconnues : Y, xq,...,xn, 4, B1, -, Bx
Dont la résolution donne les demandes de facteurs X = (£, ..., £,) et I’offre de bien ¥
R =X(p,CpyrCpXgy e, X)) Vi=1l.nm et Y=Y(pcyp,..,Cp X1, X)) N

Le profit maximal est alors TI(Y,X) = p¥ — XL, ;% < N(Y*, X*) puisque le producteur subit des
contraintes supplémentaires par rapport au first best

1.2.2. - Exemple

On suppose que la fonction de production, a un seul facteur, s’écrit : F(x;) = 2+4/x; et qu’il y a une
contrainte d’approvisionnement sur le facteur x;

Dans cet exemple le programme [P3] s’écrit :



Max II(Y,x =Y —cx
e (Y, xq | )=p 1X1

s.t. Y <F(x;)

X < X
Le lagrangien du probléme est :

L(Y,x1,A,B | Y=pY —cix;+ A(F(x)) = Y)+B(x; — x1)
Les conditions du premier ordre forment un systeme de 4 équations & 4 inconnues: Y, x;, 1 et 8
p—4A=0 [1]
—a+ AF'(x)-Bf=0 [2]
AF(x)—Y)=0 [3]
B(x1—x1) =0 [4]

1
2

4
De[l]ontiredA=p >0 [5]
D’aprés [3]onadonc: Y = F(x;) [6] (lacontrainte technologique est saturée)

En remplagant [5] dans [2] on a d’autre part :

B = pF(x)—¢

dont le signe est indéterminé.
Il faut alors discuter sur le signe de # en distinguant 2 cas
o 1%cas:pF'(x;)—c¢; >0

~

Il vient alors d’apres [6] : YV = F(X;) = 2\/92_1

2
Domaine de validité : pF'(%;) —¢; >0 e & < (3)

C1
o 2®™cas: pF'(x;)—c; =0
Dans ce casona 8 = 0 et on retrouve le programme du first best

2
On a ainsi d’aprés [2] et [5]: p(x;)~Y% —¢; = 0, soiten résolvanten x; : %, = (3)

C1

Il vient alors d’aprés [6] . ¥ = F(%,) = i

C1

2
Domaine de validité : £; < x; ie. i = (Cﬂ)
1

e [’offre et la demande de facteur de la firme sont donc :



2 2 2
( X = (B) et Y= i sl xq = (B)
1 1 1
| A ol
k .7?1 = fl et Y = 2\/x71 Si fl < (_ .

¢ Interprétation :

2
- Si x; est faible — x; < (Cﬂ) — la firme bute sur la contrainte d’approvisionnement Qqui
1

I’empéche d’acheter la quantité souhaitée. Elle en acheéte alors le plus possible, soit %; = Xy,
et produit ¥ = F(x;).

Dans ce cas la contrainte d’approvisionnement « gene » la firme et I’empéche d’atteindre le
first best. Onadonc: %, <xj, Y < Y*et I <II*

2
- Si x; est élevé —x; > (Cg) — la contrainte d’approvisionnement n’empéche pas la firme
1

2
d’acheter la quantité souhaitée d’input. Elle en achete alors %; = (Cﬁ) = x; et produit
1
~ 2 "
P ===y

C1

Dans ce cas la contrainte de disponibilité ne « géne » pas la firme et ne I’empéche pas
d’atteindre le first best. Onadonc: £, = x;, Y= Y*et M =1"

1.2.3. - Représentations graphiques

Courbe d’iso-profit

o _
F,(x ) = — X1 < X1
- ////_ Y= F(x)

Y < F(xy)

v

X1 X1



Y A
X1 < fl
Y =F(x1)
Y*
— p 2
Y=F@@) [ Cas x; < (—)
Y < F(xl) €1
n m
p p
5&1 = fl x; xl

1.3. - Contrainte de débouchés

On suppose ici qu’il existe une contrainte de débouchés.

Le probléme s’écrit dans ce cas sous la forme d’un programme a plusieurs contraintes [P4]:

Jer X

n
Max  TI(Y,xq, o, Xp | ) =pY — Z CiXi
{lel } =1

S.t. Y < F(xq, .., %)
Y

IA
~l

Ce programme est appelé programme second best du producteur pour le distinguer du first best ou le
producteur ne subit que la seule contrainte technologique.

1.3.1.- Méthode de résolution

Le lagrangien associé au programme [P4] est :

n
L(Y, %y, o Xy A, B | )= pY — Z cixi + AF Xy, o) = V) + BT = 1)
i=1

ou A > 0 est le multiplicateur associé a la contrainte technologique et § > 0 le multiplicateur associé a
la contrainte de débouché

Les conditions nécessaires d’optimalité sont alors :




(i) OL/OY =0 et OL/0x; =0 Vi=1..n

(@if) A(F(xq,...,x,) —Y) = 0 (relation d’exclusion associée a la contrainte technologique)

(iii) B(Y —Y) =0 (relation d’exclusion associée a la contrainte de débouchés)
On a ainsi un systéme de (n+3) équations a (n+3) inconnues : Y, xq,...,x,, 4, B
Dont la résolution donne les demandes de facteurs : X = (%3, ..., £,,) et ’offre de bien ¥
% =%(pcyercp,Y) Vi=1.n et Y =Y(pcy.,cp,V) W

Le profit maximal est alors 11(¥,X) = p¥ — ¥, ¢;&; < T(Y*, X*) puisque le producteur subit une
contrainte supplémentaire par rapport au first best

1.3.2. - Exemple
On suppose toujours la méme fonction de production, a un seul facteur, qui s’écrit : F(x;) = 2/x;

Il y a maintenant une contrainte de débouchés sur Y

Dans cet exemple le programme [P4] s’écrit :
Max TI(Y, x4]| )=pY —cixq
{erl}

s.t. Y <F(x;)

Y<y
Le lagrangien du probléme est :

L(Y,x1,4,B | )=pY—cx + AF(y) —Y)+ B —Y)

Les conditions du premier ordre forment un systeme de 4 équations a 4 inconnues: Y, x;, A et B

p—A-Bg=0 [1]
—c;+ AF'(x)) =0 [2]
AF(x)—-Y)=0 [3]
B —Y) =0 [4]
De [2] on tire 1 = F,Eil) >0 [5]

D’aprés [3]onadonc: Y = F(x;) [6] (lacontrainte technologique est saturée)

En remplagant [5] dans [1] on a d’autre part :

1
F'(x1)

B=p-
dont le signe est indéterminé

Il faut alors discuter sur le signe de f en distinguant 2 cas



o 1%cas:p-—

C1

F'(xq) >0

Dans ce casona 8 > 0 et donc d’aprés [4] : ¥ =¥

— V2
Il vient alors d’aprés [6] : Y =2\/%; & X = YT

Domaine de validité : p — ——

S50 je T<2
F'(%41) C1

C1

o 2™cas: p— =0

F'(x4)

Dans ce cason a 8 = 0 et on retrouve le programme du first best

D’aprés [1] ona A = p et en reportant dans [2]: —c; + p(x)~ 2 =0

2
soitenresolvanten x;: X; = (3)

C1

Il vient alors d’aprés [6] : ¥ = F(®,) = 2

C1

Domaine de validité: Y < ¥ ie. 7>22

C1

e [’offre et la demande de facteur de la firme sont donc :

( 2 .2 _ 2
!J?lz(£> et 7=2L & 72

N €1 €1

, 7 oo _ 2p

X =— et Y=Y si Yy <— |
4 cq

Interprétation :

- Si Y est faible - ¥ < Zc—p — la firme bute sur la contrainte de débouchés qui 1’empéche de
1

produire la quantité qu’elle souhaiterait. Elle produit alors le plus possible, soit ¥ =Y, et

L L 72
achéte juste la quantité d’input nécessaire pour produire ¥, soit £, = F~1(Y) = YT

Dans ce cas la contrainte de débouchés « gene » la firme et ’empéche d’atteindre le first best.
Onadonc:Y < Y*, %, <xj et I<IT*

Si Y est élevé — Y > Zc—p — la contrainte de débouchés n’empéche pas la firme de produire la

1

quantité souhaitée d’output. Elle produit alors la quantité optimale ¥ = zc—p = Y™ et achéte la

1

2
uantité d’input nécessaire pour réaliser cette production, soit X; = B) =y
1 o 1

Dans ce cas la contrainte de débouché ne « géne » pas la firme et ne I’empéche pas d’atteindre
le first best. Onadonc:¥Y = Y*, &, =x} et I=1I"



1.3.3. - Représentations graphiques

4 Courbe d’iso-profit
Y =F(xq)
Y < F(x1)
Y
P=y [ ,
: > 2
i Cq1 CaS Y 2 C—p
1 ’ : F'(xy) = — 1
AL : Yp
p p i
5('\1 = x{ Xy
Y A
Courbes d’iso-profit
Y =F(xq)
Y < F(xq)
Y*
> 2
Cas ¥ <=2
~ — .
Y=Y
- ! Y<Y
nm 1 :
PP i — F'(xy) > =
| p
521 = F_l(Y) x>1k X1

2. - Maximiser le profit: le programme dual

On résout ici le programme de la firme en 2 étapes :

1% étape : détermination des demandes de facteurs conditionnelles et de la fonction de codt

2"* étape : détermination des demandes de facteurs et de 1’offre de la firme




2.1. - 1¢re étape : Détermination de la fonction de coiit

On cherche ici le colt minimal permettant de produire un niveau Y donné

Le probléme s’écrit sous la forme d’un programme [P5]:

n
Min | C(xy % | )= Y am
{x1,n ,
=1
s.t. F(xq,..,xp) =Y
Les variables endogénes sont : x4, ..., xp,
Les variables exogénes sont : cq, ...c, et Y
Le programme a pour objectif de déterminer les demandes de facteurs conditionnelles de la firme
X = (%, ..., %,) etlafonction de colt : C(%,, ..., %, | ) =31, X
Le lagrangien associé au programme [P5] est :

n

L(xq, e, Xp, A | ) = Z cixi — MF(xq1, e, xp) —Y)

i=1
Ou A = 0 est le multiplicateur associé a la contrainte
Les conditions nécessaires d’optimalité sont alors :
() OL/0x; =0, Vi=1..n
(i) ACF (x4, -, X)) —Y) = 0 (relation d’exclusion)

On a ainsi le systéme de (n+1) équations a (n+1) inconnues (x, ..., X, €t 1) :

€= AFxl Q) [1]

c; =4 xz() [2]

cn = AR, () [n]
AF(xq, ., %) —=Y) =0 [n+ 1]

e Résolution

. 0
De[1]ontire A = 20 >0

D’aprés [n+1]onadonc: F(xq,..,x,) =Y

En formant d’autre part les rapports % Vi =2..n on obtient le systtme de n équations a n

inconnues :

£, O _a Vi=2..n
Fxl-(') Cl

F(xq, ., xp) =Y




Dont la résolution donne directement les n demandes de facteurs conditionnelles qui dépendent des
seules variables exogénes du probléeme :  %;(cq,...c,,Y), i=1..n

La fonction de co(ts est alors C(X4, ..., %, | ) =Y Xi(cy,cn,Y) = Cleq, ... cp, ¥) qui
dépend également des seules variables exogenes du probléeme W

2.2. - 2nde étape : des demandes conditionnelles aux demandes de facteurs

Cette étape consiste a identifier I’offre de bien Y™ et les demandes de facteurs X* = (xq, ..., xp,) de la
firme, a partir de la fonction de codts et des demandes de facteurs conditionnelles X = (%, ..., %)

On calcule pour cela le niveau optimal de production, i.e. celui qui maximise le profit, compte tenu de
la fonction de colts identifiée a la premiére étape

Le probléme s’écrit sous la forme d’un programme sans contrainte [P6]:

l\{/lg}x ey | ) =pY — C(cy, -, ¥)

La variable endogéne est : Y
Les variables exogenes sont : ¢4, ...c, et p

Il s’agit de maximiser une fonction a une seule variable Y ; la solution est donc définie par :

9C(cy, . cpY)

PG 0 ie p=C¢C,0"

m(y | )=p
ou C,,,(*) note le codt marginal de production

La résolution en Y de cette équation donne directement I’offre de la firme : Y* = Y*(p, ¢y, ... )

En reportant cette derniére dans les demandes de facteurs conditionnelles on obtient alors les
demandes de facteurs de I’entreprise :  x; = X;(c1, ..., Y (P, €1, - Cp)), i=1..n N

2.3. - Exemple

Casa2inputsavec F(xq,x,) = xY*x,/* et ¢;=c,=1
o 1% étape
Dans le cas de cet exemple le programme [P5] s’écrit :
Min_ C(xq,x; | )= X1+ Cxy
{xl' xZ}
s.t.  F(xy, x,) =Y
ol le niveau de production  réaliser Y est une variable exogéne lors de cette 1% étape
Le lagrangien associé a ce probléme est :

L(xq, x5, | )= c1x1+ x5 — A(F(xq1, x3) —Y)

Et les conditions du 1 ordre sont données par le systéme de 3 équations a 3 inconnues (x;, x, et 1)



¢ = A, () [1]
C = /lsz Q) [2]
A(F (x1, x2) =Y) =0 [3]

C1

Fxl(') >0

De[1]ontire A =

D’aprés [3Jonadonc: F(xy, x;) =Y [5]

En formant le rapport 2 on obtient d’autre part : 220 = & [g]
[2] sz(') Cy

Comme F(xy,x,) = x,Y* x,M/* et ¢; = ¢, = 1, [5]-[6] s écrit :
x, M4, Mt =y
X1 = X

La résolution en x; et x, de ce systeme de 2 équations a 2 inconnues (Y est ici exogene) donne les
demandes de facteurs conditionnelles :

X =%=Y?
La fonction de codts est alors C(xq, x; | )= % + %, =2Y2=C(Y) H
e 2éme étape

On cherche ici le niveau optimal de production. Le probléme s’écrit sous la forme du programme sans
contrainte [P6]:

Max II(Y =pY —C(Y
Viax TI(Y | 1) = pY = C(¥)
- La variable endogéne est : Y

- La seule variable exogene est p (puisque ¢; = ¢, = 1)

La solution est donc définie par :

MY|)=p-C{¥)=0 & p=4Y

La résolution en Y de cette équation donne directement 1’offre de la firme : Y* = %

En reportant cette derniére dans les demandes de facteurs conditionnelles X, et X,, on obtient alors les
demandes de facteurs de I’entreprise :

2.4. - La distinction court terme vs long terme : les facteurs fixes

Long terme : tous les facteurs sont variables i.e. endogénes

Court terme : il existe des facteurs fixes i.e. exogenes.



On décompose donc les n facteurs de production (x4, ...., x,,) en deux types de facteurs :

(xl; ----;xn) = (xl; o Xk s Xkt "'lxn)

facteurs facteurs
variables variables a LT
aLTetCT mais fixesa CT

2.4.1.- Demandes conditionnelles et cofit a long terme (LT)

A long terme le programme donnant les demandes conditionnelles et la fonction de codts est [P5,1]:

n
Min C(xqg, e, Xp | )= Z CiX;
{le"'Jle} =1

s.t. F(xq,..,xp) =Y

dont les quantités de facteurs xq,...,x, sont toutes des variables endogénes, tandis que les variables
exogenes sont ¢y, ..., c, etY

Les n demandes de facteurs conditionnelles a long terme issues de ce programme sont alors (cf. : 2.1)
)?iLT = )?{“T(cl, wCpY) i=1..n
Et la fonction de codts & long terme: C!T(cy,...c,,Y) = XM, ¢; ¥ (cy, .. cn, Y) qui dépend des

variables exogénes du probléme

2.4.2. - Demandes conditionnelles et coiit a court terme (CT)

A court terme xp4q, ..., X, SONt fixés; le programme donnant les demandes conditionnelles et la
fonction de cofits est donc [P5¢r]:

n

k
Min C(Xl, ey Xg | ) = Z CiXi + Z CiXxi
{xl,...,xk}

i=1 i=k+1
Sit. F(Xq, o, Xigy X1y o X)) =Y
dont :

- les variables endogenes sont les quantités de facteurs variables a court terme : x4, ..., X
- les variables exogénes sont ¢y, ..., ¢, , Y @ les quantités de facteurs fixes a court terme : xy41, ..., Xn,

On remarque que le premier terme de la fonction a minimiser (Y¥_, ¢;x;) est un codt variable de production
que I’on note : Cy (x4, ..., X | )

Le second terme de la fonction & minimiser (37,1 cix;) est un codt fixe de production que 1’on note F

Comme Y41 Cix; = F est un terme constant on remarque que la solution de [P5¢t] est la méme que
celle de :

Min = Cy(xq, ..., X )=

{xl'""xk}

k
CiXi
=1

i



s.t. F(xll v X X+ 1 ---rxn) = Y

Les k demandes de facteurs conditionnelles a court terme issues de ce dernier programme, dépendant
des variables exogénes intervenant dans celui-ci, s’écrivent donc sous la forme :

SCT _ ~CT .
X' =X (C1) e Oy Xy - X, Y)  i=1.0k

Les demandes de facteurs conditionnelles a court terme dépendent (i) des codts des facteurs variables,
(i) des quantités des facteurs fixes a court terme et (iii) du niveau de production a réaliser

La fonction de co(ts de court terme est alors :

k n

cT _ § ~CT E

C“"(cq, e Cpy X1y oo X, Y) = Ci X7 (Cpy o Cloy Xpg1y or X, Y) CiX;
i=1 i=k+1

Colt variable=Cy Coitfixe=F
La fonction de colts de CT, contrairement a celle de LT, comprend un colt fixe de

production strictement positif: F = Y-, cix; > 0

2.4.3. - Passer du court terme (CT), au long terme (LT)

Pour déduire les demandes conditionnelles a LT a partir des demandes conditionnelles a CT, il suffit
de minimiser la fonction de cofits de CT en considérant comme variables (& LT) les facteurs que 1’on
considérait comme fixes (& CT).

Le programme a résoudre est donc :

k

n
: T _ ~CT
Min  CT(cy, o Cppy Xpg1y ooer Xy Y) = Z Ci X7 (Cpy v Cty Xpeg1y or X, Y) + z CiX;
(X410} =1 i=k+1
= 1=

Dont :
- les variables endogenes sont xj 1, ..., Xp,

- les variables exogénes sont cy, ..., ¢, etY

Les conditions du premier ordre forment un systeme de n-k équations a n-k inconnues : xy 41, ..., Xp,

CET(cq, e Cpy X 1s oo s X, ¥)
axi -
dont la résolution donnent les demandes de facteurs conditionnelles a LT des facteurs fixes a CT, soit :

0 Vi=k+1,..,n

SLT _ LT .
X =% (¢, n0p,Y) i=k+1,..,n

Il suffit alors de reporter ces dernieres dans les demandes de facteurs conditionnelles & CT des facteurs
variables a CT, pour obtenir les demandes de facteurs conditionnelles & LT des facteurs variables a
CT, soit :

~LT _ ~CT SLT <LT _ LT :_
X =X (cl, e Cloy Xjgq1s o0 Xt ,Y) =% (€1, Cp,Y) i=1..k



La fonction de codt de LT est enfin obtenue en remplacant dans la fonction de codt de CT, les facteurs
fixes (41, ..., X) par leurs valeurs optimales a long terme (%£%,, ..., %5T), soit :

CT(cyy v cn, Y) = CT(cy, o, BT, o XET,Y) [ |
2.4.4. - L'offre a court terme (CT) vs l'offre a long terme (LT)

o L’offre a LT est obtenue en maximisant le profit défini comme la différence entre les recettes et le
colta LT (cf. 2.2):

l\{lg}x Y | ) =pY —C(cy,...cp, Y)

n

avec €7 (cy, V) = ) GEHT (6, ¥)
i=1
- La variable endogene est : Y
- Les variables exogénes sont : ¢4, ...c,, et p

La solution est définie par :

AC T (¢q, ., Y) B
Y B

ou CET(+) note le colit marginal de production a LT

'y | )=p-— 0 ie p=Cl(cy,..cpY)

La résolution en Y de cette équation donne alors I’offre de la firme a LT : Y% = Y7 (p, ¢y, ooy cy) W

e L’offre a CT est obtenue en maximisant le profit défini comme la différence entre les recettes et le
colta CT:

_ T
l\{[}g}x (Y | ) =pY — CT(cq, o Cppy Xpgg1y ooer X ¥)
k n
; cr _ ~CT
ou C“"(cq, . CpyXpyry s Xn Y) = Z Ci X (C1y e Chpy X1y s X, ¥) + Z CiX;
i=1 i=k+1
Cott variable= C§T Colit fixe = F

Comme F est une constante le programme ci-dessus donne la méme solution que le programme :
k

l\{[}g}x Q= pY-— zcifi”(cl, o Chor Xt 1 s Xy Y)
i=1

Colit variable = C‘C,T(cl,...ck,xk+1,...,xn,Y)

Dont : la variable endogene est Y
Les variables exogenes sont : Xy, ..., X, C1, - Cx €L p

La solution est définie par :

00 0 C5T(Cqy onr Choy X1y oo r X, ¥) 3
ay ~ P ay -




; — CT
i.e. p=Cy (C1)eChlirXps1serXn,Y)

ou C4T (+) note le colt marginal de production a CT

La résolution en Y de cette équation donne alors le niveau de production qui maximise le profit de la
firmea CT : Y& = Yo (D, Xks1) o X0y €1y o Ci)

Nota : Comte tenu de I’existence a CT d’un coit fixe de production F > 0, correspondant au co(t
d’achat des facteurs fixes, il faut vérifier que le profit maximum est positif i.e. que les recettes sont
suffisantes pour couvrir le colt variable de production augmenté du codt fixe de production F. Cela
n’est vérifié que si :

* _ * CT *
nCYer | ) =pYer — C*(c, e Cpy Xia1s -os X, YET)
k n
= Plcr Ci X" (Xka1s +oer Xy €1y e Cie, YeT) Cix; =
i=1 i=k+1

ou Yo =Y (D Xks1s s Xy €1y o Ci)
La résolution en p de cette équation donne la condition recherchée :
P = D(Xpy1y eoer Xy €1y oo Cpy )

Le prix de marché doit étre suffisamment fort pour permettre de couvrir les codts fixes de production
La fonction d’offre a court terme est donc :

Yor = Yor(® Xks1) o0 Xn €1, C) - S1 D = P(Xgqn) oo Xy €1 e Gy )

=0 Si P <P(Xky1y s Xy €1y e Cpp )

2.4.5. - Exemple
Casa2inputsavec F(xq,x,) = xY*x,/* et ¢;=c,=1
On suppose que :

- x, est variable a CT et LT

- x5 est variable a LT mais fixe a CT

e Long terme

A long terme les 2 facteurs sont variables. On est donc dans la méme situation qu’en 2.3. eton a :
f{'T — fé’T — YZ
La fonction de colits de LT estalors : CLT(Y) = LT + %17 = 2y2

Et’offre a LT de la firme : Y7 = %

2
Le profit maximum est dans ce cas : I} = pY;r — CLT(Y/7) = % >0



Comme il n’y a pas de cofit fixe de production a couvrir, le profit maximum est positif dés que le prix
est positif, ce qui est toujours le cas par hypothese

e Court terme
A court terme x; est variable mais x, est fixe i.e. exogéne

Le programme donnant les demandes conditionnelles et la fonction de co(ts est [P5¢7], soit dans notre
exemple :

Min C(x1] %)= x; + x,

(x4} =

s.t.  F(x;,x,) =Y
dont :

- lavariable endogéne est la quantité du facteur variable a court terme x;

- les variables exogénes sont Y et la quantité donnée de facteur fixe a court terme x,

La solution de ce programme est évidemment identique a celle du programme suivant :

Min x;
{x4}

s.t. x>y

. .. . , . . . . Y4
dont la solution triviale est directement donnée par la saturation de la contrainte, soit : {7 = Py
2

La fonction de colits de CT est alors :
Y4-
CT(xY) = X"+ x, = X
F 2

La production optimale a court terme est définie par le programme :

Max T(Y | p,x) =pY ~ CT(xp,Y)

_ B(CCT(XZJY) — 0 i e p — ﬁ

dont la solution est donnée par 1’équation : TT1'(Y | )=p oy "
2

. . . R 1/3
que I’on résout en Y pour déterminer le niveau optimal de productiona CT : Y5 = (% p)

Le profit maximum s’€crit alors :
— T
Mg = p Yér — C (xy, Y¢r)
x 4

* YCT — —
=p YCT _ " —x, = (4 1/3 _ 4 4—/3) x21/3p4—/3 - x,
2 N ——————f——————

¥=0.472

Compte tenu du codt fixe de production F = x, > 0 le maximum de profit n’est positif que si :

yx, Pp*3 > x, ie. p> y'3/4x21/2



La fonction d’offre a court terme est donc :

1/2

X2

/3 ~
Yor = (TP) si. p 2y~

=0 si p< y‘3/4x21/2

o L e passage du court terme au long terme

" - v4
A court terme on a vu que la demande conditionnelle de x; est : %7 (x,,Y) = Py
2

Engendrant la fonction de co(ts de CT:
4

Y
CCT(Xz,Y) = x_‘l‘ xZ
2

Pour déduire les demandes de facteurs conditionnelles a LT, il suffit de minimiser la fonction de codts
de CT par rapport au facteur fixe a court terme x,. Le programme a résoudre est ici :

Y4-
Min CT(x,,Y) = —+ «x
Min (x2,Y) x2 2

Dont la solution est donnée par :

aCT (x,,Y y#4
( 2 ) =1- =0 o f%T — YZ
dx, Xy

En reportant alors cette expression dans la demande conditionnelles de x; a CT, on obtient la demande
conditionnelle de x; a LT:

Y4
BT = 2T RY) = 2= v
2

Dont on déduit enfin la fonction de co(it a LT :

CT(y)= #T+ %7 =2y2 =

3eme partie - Conditions du 2nd ordre
Jusqu’a présent on ne s’est intéressé qu’aux conditions du premier ordre, en supposant de facto les
conditions du 2™ ordre satisfaites

L’objet de cette partie est d’étudier plus en détail les conditions du 2™ ordre et leur role dans les
programmes d’optimisation. On se limite toutefois aux cas de minimum ou de maximum global.

Pour davantage de développements et plus de généralité le lecteur pourra utilement se reporter a :

- Julien Grenet [2007], Vade mecum : Optimisation statique - Lagrangien et conditions de Kuhn
et Tucker (www.parisschoolofeconomics.com/grenet-julien/TD/Annexel.pdf)



http://www.parisschoolofeconomics.com/grenet-julien/TD/Annexe1.pdf

- Marianne Tenand [2005], Opti mi sati on statique
(http://www.parisschoolofeconomics.eu/docs/tenand-marianne/optimisation-statique(1).pdf)

1. - Optimisation sans contrainte

1.1. - Fonction a une variable

Supposons que 1’on cherche a maximiser une fonction simple a une variable notée F(x) :
Max F(x)
{x}
Pour que la fonction atteigne un maximum en un point x* il faut que sa dérivée soit nulle en ce point :
F'x)=0 & x*= F(0)
C’est ce qu’on appelle la condition du 1% ordre

Les graphiques ci-dessous montrent cependant que la condition F'(x*) = 0 caractérise, selon la nature
de F(x), aussi bien un maximum ...qu’un minimum (parfois méme un point d’inflexion):

F (x) strictement convexe

F (x) strictement concave

Fx)

F'(x*) =04

F(x)

v

v

Pour notre probleme, Max,; F(x) :
- La condition du 1* ordre F'(x*) = 0 est bien une condition nécessaire : on ne peut pas étre a
un maximum si la dérivée (i.e. la pente de la fonction) n’est pas nulle

- Mais ce n’est pas une condition suffisante car on peut avoir une dérivée nulle et ne pas étre a
un maximum (dans le graphique de droite on est, au contraire, & un minimum)

Si on veut étre certain d’étre a un maximum il faut étre dans le cas du graphique de gauche ; F(x) doit
donc étre strictement concave, soit : F"(x) < 0 (condition du 2™ ordre)

e Pour qu’une fonction F(x) atteigne un maximum en x*, on doit donc avoir a la fois: F'(x*) =0
(condition du 1* ordre) et F"(x) < 0 (condition du 2" ordre)


http://www.parisschoolofeconomics.eu/docs/tenand-marianne/optimisation-statique(1).pdf

e Inversement, pour qu’une fonction F (x) atteigne un minimum en x* (graphique de droite) on doit
avoir a la fois : F'(x*) = 0 (condition du 1* ordre) et F(x) strictement convexe i.e. F"(x) > 0
(condition du 2™ ordre)

1.2. - Fonction a plusieurs variables

Considérons maintenant que 1’on cherche a maximiser ou minimiser une fonction F a n variables :

Max vs Min  F(xq, ... X,)

X1, X,
Les n conditions du 1* ordre associées sont définies par :

VF=0 ie 0F/ox;=0 Vi=1..n
dont la résolution donne (xj, ..., xy) quieston ’avu :

- un maximum si F est strictement concave

- un minimum si F est strictement convexe

Il faut donc étudier les conditions sous lesquelles la fonction F a n variables est strictement concave vs
strictement convexe

On introduit pour cela la définition préalable suivante :

Mi neurs principaux dSoiaM une raatioce camé’ symétregque deadimension e
(n,n). Le mineur principal diagonal d’ordre k (noté D) de la matrice M est le déterminant de la
matrice de taille (k, k) obtenue en ne conservant que les k premiéres lignes et k premiéeres colonnes de
la matrice M

Les conditions de stricte convexité et de stricte concavité sont alors les suivantes (cf. Annexe A4.) :

- F est strictement convexe si H (F) est définie positive i.e. si les mineurs principaux diagonaux
de # (F) sont tous strictement positifs (> 0)

- F est strictement concave si H (F) est définie négative i.e. si les mineurs principaux diagonaux
de H (F) sont de signes alternés, au sens strict, le premier étant négatif : < 0,> 0, < 0 etc.
Exemple
Soit une fonction a 3 variables notée F (x4, x5, x3). La matrice Hessienne de F est (cf. annexe A3.) :
Fx1x1 Fxle FX1X3

j—[(}'): szxl szxz szxs

Fx3x1 Fx3x2 Fx3x3

Onaalors: Dy = |Feyx,| = F;

1X1

Fx1x1 Fxlxz

D2=

E. E. = Fx1x1Fx2x2 - Fx2x1Fx1x2
X2X1 X2X2



D; = szx1 szxz Fx2x3 = Fxlxlszszx3x3 + Fxlszx2x3Fx3x1 + Fx1x3Fx2x1Fx3x2

_Fx3x1Fx2x2Fx1x3 - Fx3x2Fx2x3Fx1x1 - Fx3x3Fx2x1Fx1x2
Et finalement les conditions de concavité et de convexité :

- F strictement convexe si D; > 0,D, >0,D; >0

- F strictement concavesi D; < 0,D, > 0,D; <0

1.3. - Utilisation en microéconomie

1.3.1.- Conditions du 2nd ordre du probléme du consommateur

Dans le cas le plus simple (i.e. avec des biens nécessaires et en ’absence de contrainte quantitatives de
disponibilité), le programme du consommateur s’écrit :

Max ) U(xq, ) Xn)

{21, Xn

n
s.t. Zpixi <R

i=1
La résolution de ce programme donne : x; = x;(py, ...bn,R), i=1..n

X* = (x7, ..., %) est’optimum unique du consommateur si les préférences sont strictement convexes i.e.
si les courbes d’indifférence associées a U (x4, ..., X, ) Sont strictement convexes

Une courbe d’indifférence de niveau U, quelconque étant définie par U(xy, ..., x,) = Uy, il suffit de
résoudre cette équation (par exemple) en x; pour obtenir I’équation explicite de la courbe d’indifférence :

X1 = @(Xg, o, Xp)

Les préférences sont alors strictement convexes si ¢ est strictement convexe i.e. si H (@) est définie
positive (mineurs principaux diagonaux de # (¢) tous > 0)

Définition : Une fonction d’utilité¢ U (x4, ..., X,,) dont les courbes d’indifférence sont strictement convexes
est dite strictement quasi-concave

Au lieu de vérifier la stricte convexité de la courbe d’indifférence ¢ associée a la fonction d’utilité U on
peut donc, de fagon équivalente, directement vérifier si U est strictement quasi-concave

Les conditions portent dans ce cas sur la matrice Hessienne bordée notée H (U) (cf. annexe A3.) :

U est strictement quasi-concave si les mineurs principaux diagonaux Dy, de 3 (U), pris a partir de k = 2
sont de signes alternés, au sens strict, le premier étant négatif : D, < 0, D; > 0, D, < 0 etc.

Exemple n°1

On consideére la fonction d’utilité U(xq, X5, X3) = X;X7X3



Cette fonction correspond-elle a des préférences strictement convexes ?
Pour le vérifier on remarque d’abord qu’une courbe d’indifférence est définie par :
x1x7x3 = Uy
L’équation d’une courbe d’indifférence associée a U(-) est donc :
x; = Upxz x5 = (%2, x3)

Il suffit alors de vérifier que ¢(x,,x3) est strictement convexe i.e. que la matrice Hessienne de ¢,
H (¢), est définie positive

Pxyx,  Pxyxs

Comme par définition H (@) = ( ) les conditions sur les mineurs principaux diagonaux

Pxsx, Pxzxs
de H (¢) s’écrivent simplement :

Dl = <0xe2 > 0

Pxrx;,  Pxyxs

D2=

= - >0
(px3x2 (px3x3 ¢XZXZ¢x3x3 ¢x3x2¢x2x3

Soit dans I’exemple :
D; = 6Upx3*x31 >0

D, = 12Up%x;%x3% — 4Uy%x5%x3% = 8Uy%x;°x3% >0

Comme ces deux conditions sont vérifiées Vx, > 0 et Vxg3 > 0, H (¢), est définie positive et les
préférences sont strictement convexes =

Exemple n°2

On considére la fonction d’utilité U(xy, x,) = x1%;

Cette fonction correspond-elle a des préférences strictement convexes ?

Pour le vérifier on remarque d’abord qu’une courbe d’indifférence est définie par : x;x, = U,
L’équation d’une courbe d’indifférence associée a U(+) estdonc : x; = Upx; ! = @(x,)

Pour que les préférences soient strictement convexes, il suffit donc de s’assurer que ¢@(x,) est
strictement convexe. Comme il s’agit d’une fonction a une seule variable, la condition du 2" ordre
est simplement ¢"(x,) > 0 qui est vérifiée Vx, >0 puisqu’onaici: ¢"(x;) = 2Upx;> =

Nota : Il est possible, au lieu de vérifier la stricte convexité de la courbe d’indifférence, de directement
vérifier que la fonction d’utilité U (x4, x,) est strictement quasi-concave.

Pour cela il faut que les mineurs principaux diagonaux D, de la Hessienne bordée H (U), pris a partir de
k = 2, soient de signes alternés, au sens strict, le premier étant négatif : D, < 0,D; > 0,D, < 0 etc.

Dans notre exemple on a :



0 VU 0 X1 X2 O xz xl
}[(U) = (VU }[(U)) = Zm Ux1x1 Ux1xz = (ii (1) é >
X2

Ux2x1 szxz

Les conditions sont donc: D, = —x% <0 et D3 =2x.x, >0 quisont vérifiées Vx; > 0 et
x, > 0. U(xq,x,) est bien strictement quasi-concave =

1.3.2. - Conditions du 21 ordre du probléme du producteur

Dans le cas le plus simple (absence de contraintes quantitatives d’approvisionnement ou de débouchés), le
programme du producteur s’écrit :

n
Max _ II(Y,xq, ..., xp | ) =pY — Z CiX;
{Y'xl } i—1

yeeer Xy
s.t. Y < F(xq, .., xp)

Comme la contrainte technologique est nécessairement saturée a I’optimum la solution de ce
programme est obtenue en maximisant simplement la fonction :

n
(X1, e, Xy ) = PF (X4, oo, Xp) — Z CiX;
i=1

La résolution de ce programme donne les demandes de facteurs de la firme :

xi=x;(,c1, ) i=1,..,n
Et en reportant celles-ci dans la contrainte technologique saturée on obtient finalement 1’offre de
I’entreprise : Y* = F(x5, ..., x;,)

(Y*,X*) est I’optimum unique du producteur ssi la fonction que 1’on maximise, m( Xy, ..., X, ), €st
strictement concave (condition du 2™ ordre du programme de la firme) i.e. si la matrice Hessienne
I () est définie négative (mineurs principaux diagonaux de J (1) de signes alternés, au sens strict, le
premier étant negatif)

Exemple

On considere la fonction de production F(xq,x;) = xf‘xf avec a« >0 et >0 pour que les

productivités marginales des facteurs soient strictement positives (F, (1) > 0 et F, () > 0)

Dans ce cas la fonction 1t s’écrit :
T(xq,X2) = pF(x1,x3) — €1%1 — €%,

Pour étre assuré d’avoir un maximum global, la condition du second ordre impose que T SOit
strictement concave

T[xlxl T[xlxz) _ (pr1x1 prlxz
prZX1 prZxZ
principaux diagonaux de H () s’écrivent simplement :

Comme par définition # (m) = ( ) les conditions sur les mineurs

T[xle T[xzxz



Dy =pF x, <0

_|PEax, PEox,|

2 2
D2 = PE,x, DPheyx, P Feix By, = P By, Py, > 0

Soit dans I’exemple :
D, = pa(a — 1)xf‘_2x§ <0

D, = p*aBla — (B - Dx*?x}F 7 — p2a?px}e 22 % > 0

- Lapremiére condition est vérifiée ssi: a < 1
- En réarrangeant la seconde et en simplifiant, on voit qu’elle est Vérifiée ssi:a + f < 1

Comme dans notre cas @ > 0, ces deux conditions se résument en une seule condition qui s’écrit :
a+f <1 =m

Nota : On remarque que la Hessienne de  est, au terme p pres, identique a la Hessienne de F :

Ty, x4 T[xlxz): (pr1x1 prlxz): (Fx1x1 Fx1x2

H =
(T[) ( prle prsz

=pH(F
T[.szl T[XZXZ szxl FxeZ) p ( )

11 s’ensuit que la stricte concavité de  est équivalente a la stricte concavité de F i.e. a des rendements
d’échelle strictement décroissants

Dans notre cas F(x4,x,) = xf‘xf étant une fonction homogéne de degré a + £3, les rendements sont

strictement décroissants ssi « + f < 1 : on retrouve la condition qui assure la concavité stricte de ©

2. - Optimisation sous contrainte(s)

On considere ici que 1’on cherche a maximiser, ou minimiser, une fonction F (x4, ..., x;,) a n variables,
avec k contraintes, liant les variables endogénes, qui prennent la forme d’inéquations.

e [ e probléme s’écrit de fagon générale sous la forme d’un programme [P] :

Max ou Min  F(xq, ... X)

X1, Xn

s.t. gj(x1,xq) <¢j Vj=1,..,k

- Par exemple : le programme du consommateur en présence de contraintes de disponibilité pour,
disons, les biens 3 et 4 est un probléme de ce type :

Max U(xq, .- Xn)

{x1'---'xn}

n
s.t. Zpl-xl- <R
i=1

=
w

IA

=
w



L’équivalence est obtenue en posant : U = F, g1(Xq, ... Xp) = Nieq PiXi, g2 (X4, . Xp) = X3,
g3(x1, ---xn) =x4,00 =R, c, =Xz6tcy =X,

- De méme, le programme de la firme en présence d’une contrainte de débouchés est un probléme du

méme « type » (avec juste une variable en plus) :
n

Max = (Y, xq,..x,) =pY — Z CiX;
{erh---rxn} .
i=1
s.t. Y < F(xq,...,%n)
Y<Y
L’équivalence est obtenue en posant : I[1 = F, g;(xq, ... xp) =Y — F(Xq1, .., X)), G2(x1, .. p) =Y,
= 0 et Cy = Y

e On a vu comment résoudre les programmes de type [P] en utilisant la méthode de Kuhn & Tucker
qui nous donnent les conditions du 1* ordre. Le lagrangien associé a [P] s’écrit :

- Sion cherche un maximum : L(xy, ..., %n,, A1, ., A) = F(xq, .. ) + Zﬁ?:l/lj (cj —g;(xq, ...xn))
- Sioncherche un minimum :  L(xy, ..., Xp,, A1, o, Ag) = F(Xq, oo Xp) — Z?:Mj (cj —g;(xq, ---Xn))

-ieme

ouVj, 4; = 0 est le multiplicateur associé a la j*™ contrainte g;(xy,...x,) < ¢;

e Les conditions du 1* ordre sont alors données par le systéme de (n+k) équations a (n+k) inconnues :

(i) dL/dx; =0 Vi=1..n

(i) 4 (=g x0)) =0 Vj=1.k

Dont la résolution donne X* = (x7, ..., x;)

e Les conditions du 2™ ordre sont alors les suivantes :

X*est un maximum global :

() Si F(-) estconcave et que les g;(*) sont convexes Vj = 1..k

ou (i) Si F(:) estquasi-concave, que les g;(-) sont quasi-convexesVj =1..k et que
Fe,()#0Vi=1,..,n

X*est un minimum global :

(i) Si F(-) estconvexe et que les g;(-) sont concaves Vj = 1..k

ou (ii) Si F() estquasi-convexe, que les g;(-) sont quasi-concaves Vj = 1..k et que
Fe(D#E0Vi=1,..,n

On se reportera a I’annexe A4. Pour les conditions de concavité, quasi-concavité, convexité et quasi-
convexité



Annexe

A1l. - Ecriture des formes fonctionnelles

Une fonction Y = aX + bZ + d est généralement notée Y = F(X,Z). Avec cette notation seules les
variables X et Z apparaissent comme argument de la fonction et les paramétres a, b et ¢ ne sont pas
indiqués

Dans ce document on adopte une notation qui permet d’indiquer les paramétres. La fonction Y =
aX + bZ +d est ainsi notée Y = F(X,Z | ) ou les termes figurant a gauche du séparateur
vertical désignent les variables et ceux figurant a droite en grisés désignent les parameétres (i.e. des
variables dont la valeur est fixée)

Par exemple le profit d’une firme I1 = pY — X7, c;x; sera noté, si tous les facteurs sont variables :
(Y, xq, ey X | )

pour bien montrer que les variables sont les quantités de facteurs x4, ..., x,, et le niveau de production
Y, tandis que les prix des facteurs cy, ..., ¢, €t le prix de vente p — méme si ils ont une influence sur le
profit — sont fixés par le marché i.e exogenes (ce sont des données que la firme ne peut pas modifier)

Si, pour une raison ou une autre, la quantité du facteur n est fixe, le profit est noté différemment, soit :
H(Y;xli""xn—l | )
La quantité x,, du facteur n, bascule simplement du c6té des parameétres i.e. des variables fixes que la

firme ne peut pas modifier

A2. - Notation abrégée

Par étre concis on note parfois F(+) a la place de F(xy, ..., x5,).

A L OF (") . OF (x1,...
De méme on peut écrire %0 3la place de Oy Xn)
dxq dx,

Le point entre les parentheses désigne de facon générale « tous les arguments de la fonction »
A3. - Dérivées

Soit une fonction F (x4, ...,x,).On utilise de fagon équivalente les deux notations suivantes pour
désigner la dérivée partielle de la fonction F par rapport & son i*™ argument :

OF (x1, oo, Xp)

in(xl, vy Xp) ou o,

Les dérivées secondes par rapport aux arguments i et j sont notées :

0%F (xq, ..., Xp)

E . (X1, o0, Xp) ou
XXl s A c’)xiaxj



Le vecteur des dérivées partielles, ou gradient de F, est noté :
VF = (Fey o F,)

La matrice des dérivées secondes partielles, ou matrice Hessienne de F, s’écrit :

Fx1x1 Fx1x2 Fxlxn
H(F) = Fx%xl Fx%xz szzxn
Fxnx1 Fxnxz Fxnxn

Nota : comme on a toujours Fex; = Fyx,

i

Vi, Vj , la matrice Hessienne est symétrique

La matrice Hessienne de F bordée par le gradient — dite matrice Hessienne bordée — s’écrit enfin :

0 FE, FE, E,
0 VF Fx1 Fx1x1 Fx1x2 Fxlxn
Fxn Fxnxl Fxnxz h Fxnxn

A4. - Concavité, convexité, quasi-concavité et quasi-convexité

Deux définitions préalables

miy; My 0 Mgy

. R , L - . . m m m
Soit M une matrice carré symétrique de dimension (n,n) : M(m,n) = " 2* 22 n
Mp1 Mp2 " My,

Définition n°1
Un mineur principal d’ordre k de M est le déterminant de la sous-matrice de M d’ordre k obtenue en
supprimant n — k lignes et lesn — k colonnes correspondantes dans M

my1 My Myz
Exemple M(3,3) = ma1 My my3
Mm31 Mgy M3z

® Mineurs principaux d’ordre k = 1 : déterminants des sous-matrices de M obtenues en supprimant 2 lignes
et les 2 colonnes correspondantes dans M. Il y en a 3 qui sont obtenus en supprimant :

- lignes L et 2 + colonnes 1 et2 = mg;
- lignes 1 et 3+ colonnes 1 et3 = my,
- lignes 2 et 3 + colonnes 2 et 3 = my;

e Mineurs principaux d’ordre k = 2 : déterminants des sous-matrices de M obtenues en supprimant 1 ligne
et la colonne correspondantes dans M. Il y en a 3 qui sont obtenus en supprimant :

- Mpy Mpy3
- ligne 1 + colonne 1 = | |
g mz; Mgy
- my; My3
- ligne 2 + colonne 2 = | |
g mgzq; Mgz3
- my; My
- ligne 3 + colonne 3 = | |
g myp My

e Mineurs principaux d’ordre k = 3 : déterminants des sous-matrices de M obtenues en supprimant 0 ligne
et 0 colonne dans M. Il y en a un seul correspondant au déterminant de la matrice entiere :

my; My My3
My1 My Mp3
mz1 Mgy Mgz3




Définition n°2
Le mineur principal diagonal d’ordre k (noté D) de la matrice M est le déterminant de la matrice de
taille (k, k) obtenue en ne conservant que les k premiéres lignes et k premiéres colonnes de la matrice:

myp Mz -r Myy
m m e m my; o Mg
M(n,n) =" 2t 72 | ) = D, =my et D= Vk,2<k<n
H H . H ‘rnk1 cos mkk
mnl ng e mnn

Soit une fonction F (x4, ..., x,) an variables :
e |es conditions de convexité et de concavité sont les suivantes :

- F(xq,...x,) est strictement convexe si la matrice Hessienne de F, notée H (F), est définie
positive i.e. si les mineurs principaux diagonaux D, de F(F) sont tous strictement positifs :
D, > 0,D, > 0,D; > 0 etc.

- F(x4,...x,) est strictement concave si  (F) est définie négative i.e. si les mineurs principaux
diagonaux D, de H(F) sont de signes alternés, au sens strict, le premier étant négatif :
D, < 0,D, > 0,D; < 0 etc.

- F(x4,...x,) st convexe ssi H (F), est semi-définie positive i.e. si tous les mineurs principaux
de H (F) sont positifs (i.e. = 0)

- F(xq,...x,) est concave ssi H (F) est semi-définie négative i.e. si les mineurs principaux
d’ordre k de # (F) sont tous négatifs (i.e. < 0) pour k impair et tous positifs (i.e. = 0) pour k
pair

On remarque que les conditions (suffisantes) de stricte convexité ou concavité ne portent que sur
les mineurs principaux diagonaux, alors que les conditions (nécessaires et suffisantes) de
convexité ou concavité portent sur tous les mineurs principaux (et pas seulement sur les mineurs
principaux diagonaux)

fax, faxa fruxs

Exemple  Soit une fonction f(xy, x5, x3) a 3 variables, dont la matrice Hessienne est: H(f) = | fo,x,  froxs  froxs
festr  fasx,  Frsxs
« f(+) est strictement convexe Si :

fx1x1 fxlxz
fx2x1 fxzxz

fees  JSrxs fx1x3
>0, f;cle fx2x2 fx2x3 >0
fx3x1 fx3x2 fx3x3

|f;51x1| >0 )

« f(+) est strictement concave si :

fx1x1 fxlxz
fx2x1 fx2x2

freixr  Jeixs fx1x3
>0, fx2x1 fx2x2 fx2x3 <0
frsxs  Jrsx, Jroxs

|f;f1x1| <0 ’

« f() est convexe ssi :

fx1x1 fx1x2 fxlxs
,f;cle f;czxz f;czx3 >0
frsxr Jrsx,  Fsxs

|f |>0 |f |>0 |f |>0 fx2x2 fx2x3 fx1x1 fxlx3 fxlxl fx1x2
sl =0 el =0 el = ’fx3x2 fx3x3 - ’fx3x1 fx3x3 - ’fxle fxzxz

« f(+) est concave ssi :
fax, Fax, faxs
fx2x1 fxzxz fxzx3 <0
fx3x1 fx3x2 fx3x3

fxzxz fx2x3 fx1x1 fxlxg fxlxl fx1x2

fx3x2 fx3x3 - ’fx3x1 fx3x3 - ’fxle fxzxz -

|f;51x1| <0 ’ |fxzxz| <0 ’ |fx3x3| <0 ’




¢ Les conditions de quasi-convexité et de quasi-concavité sont les suivantes :

- F(xq,..-x,) €St quasi-concave, et aussi strictement quasi-concave, si les mineurs principaux
diagonaux D, de F (F), pris a partir de k = 2, sont de signes alternés, au sens large, le
premier étant negatif : D, < 0,D; > 0,D, > 0 etc.

- F(xq,..x,) est quasi-convexe ssi —F(xq,..x,) €st quasi-concave i.e. si les mineurs
principaux diagonaux D, de F (F), pris a partir de k = 2, sont tous négatifs : D, < 0,D5 <
0,D, < 0O etc.

- F(x4, ... x,) €st strictement quasi-convexe ssi —F (x4, ... x,,) est strictement quasi-concave



